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Одним из эффективных методов сепарирования тяжелых зерен в сыпучей среде, например золо-

тых зерен, является гравитационная отсадка. В известных работах по моделированию процесса от-
садки используется теория броуновской частицы, где решается уравнение типа Фоккера-Планка. В 
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них фактически не учитывается взаимодействие частиц полезной фракции между собой. Данная 
работа посвящена определению параметров, учитывающих взаимодействие этих частиц. Парамет-
ры, полученные математическим моделированием процесса, определены экспериментальным путем. 
В качестве исследуемого материала берется магнетик, содержащийся в природном песке. Этот 
материал (тяжелая фракция) имеет большую плотность, чем песок (приблизительно в 1,2 раза). 
Тяжелая фракция разделяется из песка с помощью постоянного магнита. В результате исследова-
ний получены теоретические распределения концентрации магнетика по высоте объема устройства 
адаптированные с экспериментальными данными. Исследования проведены при различных условиях: 
сухая смесь, жидкая смесь, различные режимы работы вибратора.  

Полученные распределения позволяют при определенных заданных начальных условиях (например, при 
определенном процентном соотношении тяжелой фракции от общего объема песка) вычислить вероят-
ное время, за которое образуется некоторый заданный слой материала на дне емкости отсадочной по-
стели с определенной концентрацией полезной фракции. Результаты исследования показали, что гради-
ентная сила со временем увеличивается, а сила сопротивления среды, наоборот, убывает, если в началь-
ный момент времени вся полезная (тяжелая) фракция находилась на верхней части массы песка.  

Ключевые слова: полезная фракция, распределение, уравнение Фоккера-Планка, обогащение, от-
садка, стохастический процесс.  
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One of the effective methods of separation of heavy grains in the loose environment, for example, of gold 

grains, is jigging. In the known works on modeling of process of jigging the theory of a Brownian particle is 
used where the equation like Fokker-Planck’s one is solved. Most of the works do not consider interaction of 
particles of a useful fraction among themselves. This work is devoted to determination of parameters accounting 
the interaction of these particles. These parameters received by mathematical modeling of the process are de-
termined experimentally. We considered a magnetic in natural sand. This material (heavy fraction) has bigger 
density than sand (about 1.2 times). The heavy fraction was separated from sand by a permanent magnet. As a 
result of the study theoretical distributions of the magnetic concentration along the device height adapted with 
the experimental data are received. The study was conducted under various conditions: dry mix, liquid mix, var-
ious operating modes of a vibrator. 

The received distributions allow under certain initial conditions (for example, at a certain percentage of 
heavy fraction from the total amount of sand) to calculate probable time for which some preset material layer at 
the bottom of a jigging machine with a certain concentration of useful fraction is formed. The results of the 
study have shown that gradient force increases over the time, and environment resistance force on the contrary 
decreases if at initial time all useful (heavy) fraction was in the top part of sand mass.  

Key words: useful fraction, distribution, Fokker-Planck equation, enrichment, jigging, stochastic process.  
 

Введение 
Одним из эффективных методов сепарирова-

ния тяжелых зерен в сыпучей среде, например 
золотых зерен, является гравитационная отсадка 
[1]. Метод обогащения полезных ископаемых, 
основанный на расслоении зернистых фракций 
породы по плотности, крупности и т. п., под 
воздействием вибрирующей среды, в гравита-
ционном поле земли используется достаточно 
широко [2, 3]. В Институте горного дела Севера 
СО РАН разрабатываются отсадочные машины 
с использованием внешнего переменного маг-
нитного поля [4]. Для конструирования и усо-

вершенствования таких устройств необходимы 
математические модели, определяющие концен-
трации тяжелых фракций в объеме отсадочной 
машины при различных условиях. Известно 
несколько подходов описания процесса отсадки, 
но в последние годы стал популярным стати-
стический подход, основанный на теории стоха-
стических процессов [5, 6]. В работе [7] пред-
ложена математическая модель процесса отсад-
ки, в которой получено уравнение Фоккера-
Планка и используется теория броуновской ча-
стицы. Согласно модели распределение частиц 
полезной фракции зависит от параметров среды, 
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а именно от частоты и амплитуды вибрирующей 
среды. В математической модели не учитывает-
ся взаимодействие частиц полезной фракции 
между собой. Параметры, учитывающие взаи-
модействие, должны входить в математическую 
модель как зависящий от времени коэффициент 
пропорциональности сопротивления среды. Це-
лью настоящей работы является определение 
этих параметров методами натурного экспери-
мента. Для достижения данной цели был разра-
ботан экспериментальный стенд, содержащий 
вибрирующую с определенной частотой и ам-
плитудой емкость с сухим песком (среда) и зер-
нышками магнетика (с размерами песчинок).  

 
Материалы и методы исследования  

Исследования проводились методами мате-
матического моделирования и натурного экспе-
римента.  

В математической модели [7] было получено 
аналитическое выражение для распределения 
вероятностей в зависимости от высоты: 

 

     

   












d
DtDtk

mgx
k

mg

k
hxmg

k
tmg

Dt
hx

Dt
hx

Dt
xtn

hx
mgt































 





















 










 


4
exp

4
1exp

24
exp

4
exp

4
exp

4
1

,

2

2

22

 (1) 

 
Для данной задачи в начальный момент 

времени более тяжелые частицы в объеме 
отсадочной постели находятся сверху, т.е. 
образуют некоторый слой. При моделировании 
этого распределения можно воспользоваться 
решением задачи для одной частицы (или 
одного слоя). Распределение невзаимодей-
ствующих частиц приблизительно будет иметь 
вид, изображенный на рис. 1.  

Таким образом, эволюцию функции распреде-
ления можно найти рассматривая суперпозицию 
функций (1).  
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Полученные распределения позволяют при 

заданных значениях добываемых фракций 
(например, в процентах от общего объема) с 
неравномерным начальным распределением 
вычислить вероятное время, за которое образу-
ется некоторый заданный слой материала на дне 

емкости отсадочной постели с определенной 
концентрацией полезной фракции.  

 

 
Рис. 1 Распределение концентрации n(x) фракции тя-
желых частиц в начальный момент времени в зависи-
мости от высоты х 
 

В данной задаче зерна тяжелой фракции 
должны взаимодействовать между собой в 
начальные моменты времени, пока частицы в 
этом слое находятся в более стесненных усло-
виях. С течением времени происходит расхож-
дение частиц тяжелой фракции, и процесс стре-
мится к модели невзаимодействующих между 
собой частиц полезной фракции [7]. При этом 
взаимодействие частиц между собой должно 
зависеть от окружения, то есть от градиентной 
силы: 
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Сопротивление среды также дожно иметь 

временную зависимость при диффундировании.  
В выше указанной модели параметром,  учи-

тывающим окружение,  является коэффициент k 
в формуле градиентной силы, а параметром, 
учитывающим сопротивление среды – α. В про-
цессе отсадки эти параметры должны зависеть 
от времени.  
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Поэтому формулу (1) переписываем в виде 
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Зависимости k(t) и α(t) определяются из экс-
перимента.  

В эксперименте в качестве исследуемого ма-
териала берется магнетик, содержащийся в при-
родном песке. Обычно процентное составляю-
щее данного материала равно примерно 2,5%. 
Этот материал называем – тяжелой фракцией, 
так как она приблизительно в 1,2 раза имеет 
большую плотность, чем песок. Тяжелая фрак-
ция разделяется из песка с помощью постоянно-
го магнита. Чистый песок без магнетика поме-
щается в емкости устройства, на верхней сво-
бодной поверхности песка размещается тонким 
слоем состав из магнетика. При вибрации емко-
сти тяжелая фракция под действием гравитаци-
онного поля земли диффундирует в нижнюю 
часть рабочей емкости устройства. За достаточ-
но большой промежуток времени состав тяже-
лой фракции почти полностью окажется на дне 
емкости, согласно теории в этом случае концен-
трация тяжелой фракции будет стремиться к 
распределению Больцмана. Промежуточные 
распределения определяются из математической 
модели [7]. На рисунке 2 представлена схема 
эксперимента. 

 

 
Рис. 2. Схема эксперимента: a – толщина слоя тяжелой 
фракции, b – толщина чистого песка  

Емкость приводится в колебательное движе-
ние с помощью реноватора (при горизонталь-
ных колебаниях) или перфоратора (при верти-
кальных колебаниях) с определенной частотой. 
Рассматривались две фракции с различной 
плотностью 0 =1,5 г/мл, 0 =1,8 г/мл. В началь-
ный момент времени более тяжелая фракция в 
количестве 20 мл находится в верхней части 
емкости цилиндрической формы с песком (120 
мл). Емкость приводится в вертикальное коле-
бательное движение с помощью перфоратора с 
частотой 0=2π150, амплитудой 2 мм. Через 
определенный промежуток времени частицы 
более тяжелой фракции диффундируют вниз. За 
равные промежутки времени проводится изме-
рение распределения тяжелых частиц (рис. 3). 
При этом разделение частиц каждый раз прово-
дится с помощью постоянного магнита (рис. 4). 
Таким образом, получены концентрации магне-
тика по высоте объема устройства. Измерения 
проведены при различных условиях: сухая 
смесь, жидкая смесь, различные режимы работы 
вибратора.  

 

 
Рис. 3. Экспериментальная установка 

 

 

 

 

 
 
 
 
 

 
Рис. 4. Разделение фракций 
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a) 
 

 

 
б) 
 

Рис. 5: а – данные эксперимента по распределению тяжелых частиц – по высоте (по горизонтали высота в см., по вер-
тикали – количество частиц); б – теоретические результаты для распределения частиц по высоте емкости 

 

Результаты исследования 
Полученные распределения позволяют при 

заданных значениях тяжелых фракций (напри-
мер, в процентах от общего объема) с неравно-
мерным начальным распределением вычислить 
вероятное время, за которое образуется некото-
рый заданный слой материала на дне емкости 
отсадочной постели с определенной концентра-
цией полезной фракции.  

В табл. 1 показаны результаты эксперимента 
для сухой среды при частоте колебаний среды 
150 Гц. В первом столбце высота слоев, 2–8 
столбцах количества тяжелой фракции за 2–8 
сек., соответственно. 

 

Т а б л и ц а 1 
мл\сек 2 3 4 5 6 7 8 

140–120 16, 8 10, 3 8, 1 4, 5 0 0 0 

120–100 6, 5 7, 1 5, 1 5, 55 10 9 5, 565 

100–80 4, 5 5, 7 6, 2 8 5, 55 4, 8 3, 62 

80–60 2, 3 3, 5 4, 1 4, 27 4, 2 5 10, 8 

60–40 1, 3 2, 3 2, 8 2 7, 7 6, 7 5, 5 

40–20 0, 7 1, 5 1, 4 1, 7 1, 3 2, 6 4, 1 

20–0 0, 5 1, 2 1, 8 2, 2 1, 20 1, 9 3, 75 
 

На рис.  5 представлены экспериментальные и 
теоретические графики этих зависимостей.  
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Из результатов эксперимента определены за-
висимости k(t) и α(t).  (рис. 6.) 

 

 
Рис 6. Графики зависимости k(t) и α(t)  

 
Заключение 

Из графиков видно, что градиентная сила со 
временем увеличивается, а сила сопротивления 
среды наоборот убывает. Это можно объяснить 
следующим образом: в начальный момент вре-
мени, когда частицы полезной фракции (более 
тяжелые) находятся в более стесненных услови-
ях, градиентная сила имеет меньшее значение, 
чем в окружении легких частиц. С течением 
времени происходит рассеяние частиц тяжелой 
фракции в среде легких частиц. В этом случае 
должна увеличиваться подвижность частиц по-
лезной фракции, и соответственно, увеличи-

ваться градиентная сила. Уменьшение силы со-
противления также связано с окружением, с 
уменьшением массы частиц окружающей среды 
должна уменьшаться и сила сопротивления среды.  

Полученные результаты могут быть использо-
ваны для дальнейшей модернизации разработан-
ной математической модели процесса отсадки.  
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