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Аннотация. Рассмотрены особенности применения нелокального критерия, основанного на кон-
цепции механики конечных трещин, в задаче о прочности твёрдого тела, содержащего концентра-
тор напряжений, при растяжении и сжатии. Этот критерий относится к категории энергетиче-
ских методов. Подход механики конечных трещин заключается в модификации уравнения энергети-
ческого баланса путём использования конечной величины приращения длины трещины вместо беско-
нечно малого приращения, используемого при вычислении интенсивности высвобождающейся упругой 
энергии в рамках линейной механики разрушения. Такая модификация линейной механики разрушения 
позволяет предсказывать наступление предельного состояния (разрушение) в случаях с тупыми вы-
резами, когда обычная механика разрушения неприменима. Показаны преимущества и ограничения 
использования критерия конечной трещины. Получены выражения для разрушающего напряжения 
при растяжении и при сжатии пластины с круговым отверстием. Проведено сравнение результатов 
расчёта прочности пластин с круговым отверстием по критерию конечной трещины с известными 
экспериментальными данными, полученными при растяжении композитных пластин, а также с 
данными эксперимента, проведённого на гипсовых плитах при сжатии. Показано, что для некото-
рых материалов критерий конечной трещины может быть успешно использован для описания влия-
ния размера отверстия на начало разрушения у контура отверстия, и для оценки критического раз-
мера дефекта при сжатии, наряду с другими нелокальными критериями (критерий средних напря-
жений, критерий напряжений в точке, критерий фиктивной трещины). Однако его применение для 
других материалов позволяет получить лишь качественные оценки разрушающего напряжения. 

Ключевые слова: твёрдое тело, трещина, концентрация напряжений, разрушение, нелокальные кри-
терии. 
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Abstract. The paper considers some specific features of application of nonlocal criterion, based on the 

concept of finite fracture mechanics, in the strength problem of a solid body containing a stress raiser under 
tension or compression. The criterion is pertained to energy-based methods. The approach of finite fracture 
mechanics consists in modification of the traditional energy balance as used in linear elastic fracture 
mechanics (LEFM). The modification involves the using of a finite amount of crack extension instead of an 
infinitesimal extension when calculating the energy release rate in LEFM. This makes LEFM to be suitable 
for predictions in situations of blunt notches in which it is normally invalid. Advantages and restrictions of 
the using of the finite fracture criterion are shown. The expressions for the failure stress in the problems of 
tension or compression of the plate with a circumferential hole are obtained. The reductions in strength of the 
plates with a circumferential hole predicted by the finite fracture criterion are compared with known 
experimental data on composite plates in tension, and own experimental data on gypsum plates in 
compression. In reference to some materials, the finite fracture criterion similar to other non-local criteria 
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(the criteria of average stress, point stress, and fictitious crack) can be successfully applied to describe the 
hole-size effect on tensile fracture initiation and assess the critical size of the flaw under compression. 
However, its application to other materials allows us to obtain only a qualitative assessment of the failure 
stress. 

Key words: solid body, crack, stress concentration, fracture, nonlocal criteria. 
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Введение 
В работах [1–3] были рассмотрены возмож-

ности применения традиционных критериев, 
критериев механики разрушения, а также неко-
торых нелокальных критериев в задаче о проч-
ности твёрдого тела, содержащего концентратор 
напряжений. Показано, что при проведении 
расчётов на прочность конструкций и сооруже-
ний из таких структурно-неоднородных матери-
алов, как горные породы, высокопрочные ме-
таллические сплавы, композиты, бетон, чугун, 
механические и прочностные свойства которых 
подвержены сильному влиянию масштабного 
фактора, область применения традиционного 
подхода ограничена невысокими значениями 
коэффициента концентрации напряжений tK , 
характеризующего отношение эквивалентного 
напряжения e  в наиболее напряжённой точке 
тела к приложенному напряжению . Условие 
прочности имеет вид: 

0e .    (1) 

Эквивалентное напряжение e  характеризу-
ет внутреннее напряжённое состояние тела, 
предельное напряжение 0  характеризует 
стандартные механические свойства тела и по-
лагается константой материала. Наступлению 
предельного состояния (разрушению) соответ-
ствует знак равенства в выражении (1), а крити-
ческое напряжение c , при котором в наиболее 
напряжённой точке тела достигается предельное 
состояние, определяется выражением 

t

c
K

0     (2) 

При очень высоких значениях коэффициента 
концентрации напряжений используют подход 
линейной механики разрушения, в соответствии 
с которым предельное состояние оценивают на 
основе анализа распределения напряжений 
вблизи вершины концентратора напряжений 
(трещины). В качестве меры напряжённого со-
стояния рассматривают не зависящий от коор-
динат коэффициент (коэффициент интенсивно-
сти напряжений) при сингулярном члене разло-
жения напряжений в ряд по степеням r (r – ра-
диус, исходящий из вершины трещины). 
Наступление предельного состояния (рост тре-
щины) связывают с достижением коэффициен-

том интенсивности напряжений критического 
значения. Условие прочности записывают в ви-
де 

cKK  ,   (3) 

где K – коэффициент интенсивности напря-
жений; cK  – его критическое значение, харак-
теризующее локальные свойства материала. 
Данный подход получил широкое распростра-
нение. Однако область его применения ограни-
чена очень острыми концентраторами, когда 
характер распределения напряжений позволяет 
отнести их к концентраторам типа трещин. 

Указанные ограничения приводят к тому, что 
подходы классической механики и механики 
разрушения имеют различные области практи-
ческого применения. Первый подход использу-
ется при проектировании конструкции, когда 
ставится задача оптимизации её формы с целью 
максимально возможного снижения концентра-
ции напряжений, а второй подход используется 
на стадии эксплуатации конструкции, когда ста-
вится задача оценки её остаточного ресурса с 
учётом влияния имеющихся в конструкции де-
фектов, наибольшую опасность из которых 
представляют дефекты типа трещин. Проблема 
состоит в том, что большая часть конструктив-
ных, технологических и эксплуатационных де-
фектов и концентраторов напряжений, имею-
щих высокое, но конечное значение коэффици-
ента концентрации, оказывается вне области 
применения этих подходов. Поэтому актуаль-
ной является задача разработки новых подходов 
к расчётам конструкций на прочность, позволя-
ющих охватить весь спектр концентраторов 
напряжений и с единых позиций подходить к 
расчёту конструкций с тупым концентратором 
напряжений и с трещиной. 

В настоящее время интенсивно разрабатыва-
ются так называемые нелокальные критерии 
разрушения, в том числе, критерии средних 
напряжений (ASC) и напряжений в точке (PSC), 
рассмотренные в работах [1, 2]. Общим свой-
ством нелокальные критериев является введе-
ние внутреннего размера материала, характери-
зующего его структуру, что позволяет описать 
масштабный эффект в условиях концентрации 
напряжений и тем самым расширить область 
применения по сравнению с традиционными 
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критериями. Применение критериев ASC и PSC 
аналогично применению традиционных крите-
риев с той разницей, что в расчёт левой части 
критерия помимо компонент тензора напряже-
ний также входит структурный параметр раз-
мерности длины. Вычисленная таким образом 
величина эквивалентного напряжения прирав-
нивается к прочностной характеристике матери-
ала, которая полагается константой. В зарубеж-
ной литературе такой подход к расчётам на 
прочность называют методом напряжений 
(stress-based methods). 

Другой подход в разработке нелокальных 
критериев разрушения основан на применении 
методов механики разрушения. Для трещины в 
твёрдом теле составляется энергетический ба-
ланс при её виртуальном приращении на малую 
величину и записывается условие роста трещи-
ны, которое и является критерием разрушения. 
Такие методы расчёта на прочность в зарубеж-
ной литературе называют энергетическими (en-
ergy-based methods). Для того чтобы критерий 
линейной (упругой) механики разрушения при-
менить к описанию разрушения у гладкого вы-
реза поступают следующим образом. Предпола-
гают, что в вершине выреза в зоне концентра-
ции напряжений изначально существует вооб-
ражаемая (фиктивная) трещина, длина которой 
является константой материала, характеризую-
щей его структуру. Для трещины, находящейся 
в неоднородном поле напряжений, рассчитыва-
ют коэффициент интенсивности напряжений и 
применяют критерий (3). Длина фиктивной 
трещины и критический коэффициент интен-
сивности напряжений связаны предельным со-
отношением на прочность гладкого (без выреза) 
образца. Преимущества и ограничения приме-
нения критерия фиктивной трещины (FCC) рас-
смотрены в работе [3]. 

В настоящей работе рассматриваются осо-
бенности использования недавно предложенно-
го [4–6] критерия, относящегося к категории 
энергетических методов. Критерий основан на 
концепции механики конечных трещин (finite 
fracture mechanics), получившей в последнее 
время широкое распространение [7–12]. 

Критерий конечной трещины. В этом кри-
терии постулируется, что рост трещины, вклю-
чая момент её возникновения у выреза, проис-
ходит скачкообразно. Разрушение происходит, 
если энергия, высвобождаемая при скачкооб-
разном изменении длины трещины, достигнет 
критического значения. Конечный размер при-
ращения длины трещины рассматривается в ка-
честве константы материала. 

В отсутствие работы внешних сил уравнение 
энергетического баланса для тела, содержащего 

трещину, в вариационной форме имеет вид: 

0 SGW c ,    (4) 

где W – изменение потенциальной энергии 
деформации упругого тела вследствие релакса-
ции напряжений, связанной с появлением но-
вых, свободных от нагрузок поверхностей тела; 

cG  – энергия разрушения на единицу поверх-
ности трещины, которая является константой 
материала (вязкость разрушения); S – прира-
щение поверхности трещины. Второе слагаемое 
в выражении (4) представляет собой величину 
энергии, требуемой для образования новой по-
верхности разрыва площадью S. Если трещина 
растёт непрерывно, то уравнение (4) справедли-
во для любых сколь угодно малых приращений 
S. Рассматривая предел 0S , получим 
обычное условие страгивания трещины в диф-
ференциальной форме: 

cGG
S

W





 ,   (5) 

 
где G – интенсивность высвобождающейся 

упругой энергии при приращении трещины. 
В механике конечных трещин постулируется, 

что приращение длины трещины происходит на 
конечную величину const dl . Для тела 
единичной толщины, содержащего сквозную 
трещину длиной l, запишем: 


















dl

l

dl

l

dl

l

Gdldl
l

W
dWW . (6) 

Из уравнения (4) с учётом (6) получим усло-
вие разрушения: 

dGGdl c

dl

l




.    (7) 

Принимая во внимание, что 
2~ KG , усло-

вие разрушения (7) можно также записать в ви-
де 

dKdlK c

dl

l

22 


.   (8) 

Важным преимуществом инкрементальных 
условий разрушения (7) и (8) перед дифферен-
циальными условиями (5) и (3) является то, что 
они могут быть применены не только в качестве 
условий роста уже существующих в теле тре-
щин, но и для предсказания появления трещин у 
концентраторов напряжений в теле, не содер-
жащем начальных трещин. Для этого в уравне-
ниях (7) и (8) достаточно принять 0l . При 
этом не требуется делать никаких дополнитель-
ных допущений о существовании в теле неких 
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фиктивных или воображаемых трещин, пред-
ставление о которых лежит в основе критерия 
FCC и, как было показано в работе [3], приводит 
к определённым физическим противоречиям. 
По сравнению с другими нелокальными крите-
риями разрушения, рассмотренными в работах 
[1–3], критерий конечной трещины, который 
будем обозначать FFC (finite fracture criterion), 
имеет наиболее ясное физическое содержание. 
Он основан на разумных представлениях о про-
цессах возникновения и распространения раз-
рушения в хрупких материалах, подтверждае-
мых многочисленными наблюдениями, и не 
требует привлечения допущений умозрительно-
го характера о существовании зоны предразру-
шения и перераспределении упругих напряже-
ний в ней. 

Рассмотрим применение критерия конечной 
трещины в задаче о прочности неограниченной 
пластины, ослабленной круговым отверстием и 
подверженной одноосному растяжению или 
сжатию. 

Растяжение пластины с круговым отвер-
стием. Чтобы воспользоваться критерием раз-
рушения (8) необходимо сначала решить соот-
ветствующую задачу механики деформируемо-
го твёрдого тела и найти зависимость коэффи-
циента интенсивности напряжений от длины 
трещины, исходящей от выреза. Во многих слу-
чаях такие решения уже существуют. Для рас-
сматриваемой задачи воспользуемся решением, 
приведённым в работе [3]: 


















 2/3

1
2

1
1

2 a

ll
K


              































2

22/7

82
11

2

3

a

l

a

l

a

l
     (9) 

где a – радиус отверстия. Подставим выраже-
ние (9) в левую часть уравнения (8) и выполним 
интегрирование в пределах [0, d]: 

2

1

0

2

32







 


a
JdlK

d

,  (10) 

где 

 5,02

1 14082565121533 J

  15,25,15,0 242384384640   

65432 75189315611    , 

ad /1 . 

В классическом пределе 0/ al  интегри-
рование даёт следующий результат: 

 
2

0

2

2

3







 


d
dlK

d

 при  0/ al .   (11) 

Подставив результат интегрирования (11) в 
условие разрушения (8), получим выражение 
для критического напряжения: 

d

Kc
c




3

2
   при   0/ al .  (12) 

С другой стороны, в этом предельном случае 

критическое напряжение определяется по фор-

муле (2) в соответствии с традиционным крите-

рием разрушения. Решение задачи Кирша о рас-

тяжении бесконечной плоскости с круговым 

отверстием даёт коэффициент концентрации 

напряжений 3tK  [13]. Приравняв выраже-

ния (2) и (12), получим формулу, связывающую 

новую константу материала d с прочностными 

свойствами 0  и cK : 

2
0

24


 cK

d    (13) 

С учётом (10) и (13) из уравнения (8) получим 
формулу для расчёта критического напряжения 
при произвольных значениях радиуса отвер-
стия: 

1

0

/16

J

ad
c  .   (14) 

В отсутствие отверстия (a = 0) критическое 
напряжение ожидаемо равно пределу прочности 
гладкого образца. В то же время присутствие в 
пластине любого сколь угодно малого дефекта 
(отверстия) приводит к снижению её прочности, 
что не согласуется с современными представле-
ниями о реальном твёрдом теле [14]. Поскольку 
любой материал обладает изначальной, прису-
щей ему дефектностью, малые искусственные 
дефекты, размеры которых сопоставимы с раз-
мерами структурных составляющих материала, 
не оказывают влияния на его прочность до тех 
пор, пока их размеры не достигнут определён-
ного (критического) значения. В рассмотренном 
выше примере задача определения критического 
размера дефекта в рамках критерия конечной 
трещины не может быть поставлена, также как и 
в рамках нелокальных критериев, рассмотрен-
ных ранее [1–3]. При этом следует уточнить, что 
речь идёт о минимальном критическом размере 
дефекта, который не зависит от уровня дей-
ствующих в конструкции напряжений. Задача о 
допустимых размерах дефекта в реальных 
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конструкциях ставится, как правило, с учётом 
нагруженности конструкции, которая определя-
ется реальными условиями её работы. В этом 
случае критический размер дефекта зависит от 
уровня действующих в конструкции напряже-
ний, уменьшаясь по мере их роста. 

Проанализируем с позиций критерия конеч-
ной трещины известные экспериментальные 
данные о разрушении пластин с круговыми от-
верстиями при растяжении. Daniel [15] испыты-
вал пластины с отверстиями из эпоксидного уг-
лепластика с квазиизотропной укладкой слоёв. 
На рис. 1, а представлены экспериментальные 
данные (точки) и результаты расчёта критиче-
ского напряжения (сплошная кривая) по форму-
ле (14). Hyakutake, Hagio и Nisitani [16] исследо-
вали прочность пластин с отверстиями, изго-
товленных из тканого эпоксидного стеклопла-
стика. Материал пластин считали квазиизо-
тропным. На рис. 1, б представлены экспери-
ментальные данные (точки), полученные на 
пластинах шириной 20 мм, и результаты расчёта 
критического напряжения (сплошная кривая) по 
формуле (14). Штриховые прямые на рис. 1, а, б 
рассчитаны согласно традиционному подходу 
по формуле (2). Приведённые данные демон-
стрируют значительный масштабный эффект, 
который (за исключением области малых отвер-
стий) достаточно хорошо описывается критери-
ем конечной трещины. В области малых отвер-
стий критерий даёт заниженные значения кри-
тического напряжения, о чём говорилось выше. 

 
Сжатие пластины с круговым отверстием. 

Рассмотрим разрушение пластины путём обра-
зования трещины отрыва на контуре отверстия 
и дальнейшего распространения вдоль оси сжа-
тия. Коэффициент интенсивности напряжений 
для такой трещины определяется выражением 
[3]: 
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где p – приложенное сжимающее напряжение 
(давление), которое принято положительным. 
Подставим выражение (15) в левую часть урав-
нения (8) и выполним интегрирование в преде-
лах [0, d]: 

2

2

0

2

32










ap
JdlK

d

,   (16) 

где 

  321

2 36855019 J
654 7518147     

ad /1 . 

В классическом пределе 0/ al  интегри-
рование даёт следующий результат: 

2

0

2

2










pd
dlK

d

  при  0/ al .    (17) 

Подставив результат интегрирования (17) в 
условие разрушения (8), получим выражение 
для критического напряжения: 

d

K
p c

c



2

  при  0/ al .  (18) 

С другой стороны, в этом предельном случае 

критическое напряжение определяется по фор-

муле (2) в соответствии с традиционным крите-

рием разрушения. Поскольку при одноосном 

 
а 

 

  
б 

 
Рис. 1. Зависимость критического напряжения от диаметра отверстия 
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сжатии максимальные растягивающие напряже-

ния на контуре отверстия равны по абсолютной 

величине приложенному давлению, то коэффи-

циент tK  в формуле (2) следует принять рав-

ным 1. Приравняв выражения (2) и (18), полу-

чим формулу, связывающую новую константу 

материала d с прочностными свойствами 0  и 

cK : 

2
0

24


 cK

d   (19) 

Эта формула совпадает с аналогичной фор-
мулой (13), полученной при рассмотрении пер-
вой задачи. С учётом (16) и (19) из уравнения 
(8) получим формулу для расчёта критического 
давления при произвольных значениях радиуса 
отверстия: 

 

2

0

/16

J

ad
pc  .   (20) 

При уменьшении радиуса отверстия критиче-
ская величина приложенного давления, при ко-
тором на контуре отверстия образуются трещи-
ны отрыва, стремится к неограниченному зна-
чению. В действительности, это значение, оче-
видно, ограничено пределом прочности матери-
ала на сжатие 0C , откуда следует, что суще-
ствует критическое значение размера отверстия 

caa  , ниже которого трещины отрыва на 
контуре отверстия не образуются. Другими сло-
вами, при caa   материал не чувствует при-
сутствия концентратора напряжений. Это согла-
суется с современными представлениями о ре-
альном твёрдом теле, изложенными выше. 

Была проведена экспериментальная проверка 
возможности применения критерия конечной 

трещины к оценке образования трещин отрыва 
при сжатии. В качестве модельного материала 
использовали дигидрат сульфата кальция (двух-
водный гипс), приготовленный из водного рас-
твора строительного гипса. Наряду с полувод-
ным сульфатом кальция, строительный гипс уже 
содержит в своём составе определённую долю 
двухводного сульфата кальция, который не 
участвует в реакции гидратации при изготовле-
нии образцов и фактически играет роль запол-
нителя. Были изготовлены две партии образцов: 
одна из гипсового материала с высоким (более 
90 %) содержанием полуводного сульфата каль-
ция (гипс 1), вторая – из гипсового материала с 
низким (в пределах 60–70 %) содержанием по-
луводного сульфата кальция в исходном составе 
(гипс 2). 

Образование трещин отрыва в зонах концен-
трации напряжений исследовали на образцах, 
содержащих центральные круговые отверстия 
различного диаметра и подверженных одноос-
ному сжатию. Образцы представляли собой 
квадратные плиты размером 200x200 мм и тол-
щиной 30–35 мм. Диаметр отверстия изменяли 
от 3,5 до 25 мм. На контур отверстия наносили 
графитовые датчики электропроводимости. Ре-
гистрацию трещин отрыва осуществляли по 
диаграммам изменения электропроводимости 
графитовых датчиков в процессе нагружения 
образца. Методика проведения эксперимента 
описана в работе [17]. 

На рис. 2, а представлены экспериментальные 
данные (точки) о величине нагрузки в момент 
образования трещин отрыва на контуре отвер-
стия в зависимости от его диаметра, получен-
ные на образцах из гипса 1, и результаты расчё-
та критического давления (сплошная кривая) по 
формуле (20). Штриховая прямая рассчитана 
согласно традиционному подходу. Аналогичные 
результаты, полученные на образцах из гипса 2, 

 
а 

 

  
б 

 

Рис. 2. Зависимость критического давления от диаметра отверстия 
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приведены на рис. 2, б. Рис. 2, а, б иллюстриру-
ют существенный масштабный эффект, т.е. влия-
ние диаметра отверстия на локальную прочность 
материала. С его уменьшением критическое дав-
ление возрастает, достигая предела прочности на 
сжатие, с увеличением – асимптотически прибли-
жается к пределу прочности на растяжение. Такое 
поведение качественно описывается критерием 
конечной трещины. Однако удовлетворительное 
количественное соответствие расчётных и экспе-
риментальных значений получено только для гип-
са 1 (рис. 2, а). Эти результаты в целом повторяют 
выводы, сделанные ранее [1–3] в отношении кри-
териев средних напряжений, напряжений в точке 
и фиктивной трещины. 

 
Выводы 

1. Критерий конечной трещины, также как 
критерии средних напряжений, напряжений в 
точке и фиктивной трещины, позволяет описать 
масштабный эффект локальной прочности ма-
териала в условиях концентрации напряжений. 
Критерий имеет ясное физическое содержание и 
не требует привлечения дополнительных допу-
щений о существовании зоны предразрушения и 
перераспределении упругих напряжений в ней. 

2. Использование критерия конечной трещи-
ны для оценки опасности малых технологиче-
ских и эксплуатационных дефектов при растя-
жении может привести к существенной погреш-
ности, поскольку задача определения критиче-
ского размера дефекта при растяжении в рамках 
рассмотренного критерия, также как и в рамках 
критериев, упомянутых выше, не может быть 
поставлена. 

3. Экспериментально показано, что для неко-
торых материалов критерий конечной трещины 
может быть успешно применён как для описа-
ния масштабного эффекта, так и для оценки 
критического размера дефекта при сжатии. Од-
нако применение критерия для других материа-
лов позволяет получить лишь качественные 
оценки локальной прочности. 
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