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Аннотация 
Многие природные и искусственные материалы обладают трансверсальной изотропией упругих свойств. 
Трансверсально-изотропные материалы возникают и используются во многих технологиях и отраслях, напри-
мер, в механике горных пород в условиях многолетней мерзлоты. Для математического описания таких мате-
риалов используется модель трансверсально-изотропного матерала с пятью упругими независимы константа-
ми. Уравнения этой модели сложнее, чем для изотропной упругости, и их анализ вызывает гораздо больше 
трудностей. Одним из методов такого анализа является факторизация, т. е. сведение к решению более простых 
уравнений первого порядка. В данной работе представлены основы нового метода кватернионной факториза-
ции уравнений равновесия трансверсально-изотропной теории упругости в одном специальном случае.
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Abstract
In this paper we present the principles for a new method of quaternion factorization of the equilibrium equations for 
the transversally isotropic elasticity. Natural and artificial materials have anisotropy of physical properties. Many of 
them have transversal isotropy of elastic properties. Transversally isotropic materials are used in many technologies 
and industries, for example, in rock mechanics under permafrost conditions. Mathematical description of such mate-
rials involves the model of a transversally-isotropic material with 5 independent elastic constants. The equations of 
this model are more complicated than those for isotropic elasticity, and their analysis causes much more difficulties. 
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One of the methods for analyzing such equations is factorization, i.e. reduction to the solution of simpler first-order 
equations. 
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Введение
Многие природные и искусственные мате-

риалы обладают анизотропными механически-
ми свойствами. Полностью анизотропный упру-
гий материал имеет 21 материальную константу, 
но при наличии симметрий их количество умень-
шается [1]. Трансверсально-изотропный (ТИ) 
материал – материал с физическими свойства-
ми, симметричными относительно оси, пер-
пендикулярной плоскости изотропии [1, 2.] Эта 
поперечная плоскость имеет бесконечные пло-
скости симметрии, внутри этой плоскости 
свойства материала одинаковы во всех направ-
лениях. Такие материалы известны еще как 
«полярно-анизотропные» материалы. В геофи-
зике вертикально-поперечная изотропия также 
известна как радиальная анизотропия. В инже-
нерной практике, в геофизике, для природных 
и искусственных материалов с микрострукту-
рой и во многих других случаях используется 
ТИ-модель упругости. Она имеет пять констант 
упругости.

Эта модель используется во многих техноло-
гиях и отраслях, например, в механике горных 
пород. Трансверсальная изотропия характерна 
для большинства осадочных пород (алевролиты, 
филлиты, сланцы, песчаники, известняки, грани-
ты, гранодиориты и др.) [3, 4]. Показано, что ТИ-
модель морозного пучения промерзания мелко-
зернистых грунтов точнее изотропной модели 
и вместе с аналитическими выражениями пяти 
упругих постоянных предоставляет хороший ин-
струмент для анализа промерзающих грунтов [5] 
Экспериментально показано, что в тоннелях хо-
лодного региона морозное пучение окружающих 
пород в процессе промерзания трансверсально-
изотропно. Цилиндрическая поверхность, обра-
зованная окружным и осевым направлениями, 
является поверхностью поперечной изотропии, а 
линия, проходящая вдоль радиального направле-
ния, – осью поперечной изотропии. Эти резуль-
таты используются для оптимизации конструк-
ции теплоизоляционного слоя туннеля холодного 
региона [6, 7].

Однонаправленно армированный материал, в 
котором армировочные волокна беспорядочно 
распределены в поперечном сечении цилиндра 
из изотропного материала или все волокна иден-
тичны и расположены в правильном шести
угольном ряду, представляет собой ТИ-компо-
зит [8]. Волокно кевлара, из которого делают 
бронежилеты, при малых деформациях также 
представляет собой упругий ТИ-композицион-
ный материал [9]. Детали из однонаправленных 
ТИ-композитов (трубы, стержни, профили, обо-
лочки и др.), используются в конструкциях со
временных летательных аппаратов [10].

Многие другие материалы: композиты, кера-
мики, углеволокна, эпоксидный графит, эпоксид-
ное стекло, древесина, некоторые полупроводнико-
вые материалы, также описываются ТИ-моделью. 
В самой современной технологии 3D-печати так-
же используется ТИ-модель материала [11], как и 
в биомедицине [12].

Для анализа задач плоской анизотропной упру-
гости эффективно используется метод комплекс-
ных функций [1]. Вообще, это – эффективный 
инструмент, используемый в решении двухмер-
ных задач математической физики. С помощью 
известных формул Колосова–Мусхелишвили по-
строена полная теория упругости на плоскости.

Но для трехмерной анизотропной теории упру-
гости аналогичные способы использования ме-
тодов теории функций до сих пор не получили 
широкого распространения. В настоящее время 
для задач размерности больше двух развиваются 
некоторые варианты теории гиперкомплексных 
функций как аналогов комплексных функций. 
Наиболее популярны из них кватернионный и 
клиффордов анализы [13] Для пространствен-
ной изотропной упругости разработаны некото-
рые варианты трехмерного аналога формул Ко-
лосова–Мусхелишвили [14–18]. В этом случае 
общее решение уравнения Ламе для простран-
ственной теория упругости выражается через 
две регулярные кватернионные или моногенные 
функции Клиффорда. Показаны некоторые эф-
фективные применения метода кватернионных 
функций [14, 16–18] и некоторые возможности 
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решения некорректной задачи Коши для уравне-
ния Ламе [14]. Для трехмерных задач трансвер-
сально-изотропной упругости вопрос применения 
гиперкомплексных функций остается открытым. 
Известно, что для некоторых частных случаев 
для ТИ-тел можно провести матричную диаго-
нализацию трехмерной системы уравнений, на-
пример, для так называемого состояния Гассма-
на, см. [20]. Условие Гассмана [21] является од-
ной из связей между упругими константами 
ТИ-тела и используется в геофизике, это усло-
вие приблизительно выполняется для некоторых 
геоматериалов [22]. 

Батугин и Ниренбург [23] показали, что в гео
механике для 45 ТИ горных пород приближен-
но выполняется некоторое другое условие меж-
ду пятью упругими константами. В этой статье 
предлагается кватернионная факторизация урав-
нений изотропной и ТИ-упругости при выпол-
нении некоторой новой связи между пятью упру-
гими константами.

Основные уравнения  
трансверсально-изотропной  

теории упругости
Пусть x1, x2, x3 или x, y, z – декартовы коорди-

наты в евклидовом пространстве ℝ3 с единичны-
ми векторами ei, i = 1, 2, 3; u(r) = e1u1 + e1u1 + e1u1 – 
вектор упругого смещения, ui(x1, x2, x3), 
i = 1, 2, 3, – его компоненты; eij = 1/2(ui, j + uj,i), sij, 
i, j = 1, 2, 3, – компоненты тензоров деформации 
и напряжения соответственно, здесь и далее ин-
декс с запятой или переменной обозначает со-
ответствующую частную производную. Уравне-
ния равновесия имеют вид

	 sij, j = 0, i = 1, 2, 3.� (1)

Закон Гука в общем анизотропном случае 
имеет следующий вид:

	 sij = Cijklekl = 0,�

где Cijkl – тензор упругих постоянных среды, 
имеющий 21 независимую компоненту. При на-
личии симметрий число независимых упругих 
постоянных уменьшается до двух для изотроп-
ного случая.

Для трансверсально-изотропного тела закон 
Гука в матричных обозначениях имеет вид [24] 
(в наших обозначениях для упругих постоянных 
мы используем одинарный индекс)

� (2)

здесь ось x3 перпендикулярна плоскости тран-
сверсальной изотропии. В компонентах напря-
жений закон Гука примет вид
s11 = c1e11 + c2e22 + c3e33,
s22 = c2e11 + c1e22 + c3e33,
s11 = c3e11 + c3e22 + c4e33, 

s12 =  (c1 – c2)e12, .
s23 = c5e23, 
s31 = c5e31.

(3)

Для пяти упругих постоянных выполняются 
следующие неравенства, вытекающие из поло-
жительности упругой энергии [24]:
	 c1 > |c2|, (c1 + c2)c4 > 2c3

2, c4 > 0.

При c2 = c3 = l, c5 = m, c1 = c4 = l + 2m имеем изо-
тропный случай.

Если подставить выражения для напряжений 
из закона Гука (3) в уравнения равновесия (1), то 
получим уравнения равновесия в компонентах 
перемещения в следующем виде [2, с. 39]:

c1u1,11 +
c1 – c2  u1,22 + c5u1,33 +2

+
c1 + c2  u2,12 + (c3 + c5)u3,13 = 0,2

c1 + c2  u1,12 +
c1 – c2  u2,11 + c1u2,22 +2 2

	 + c5u2,33 + (c3 + c5)u3,23 = 0,� (4)
	(c3 + c5)(u1,13 + u2,23) + c5(u3,11 + u3,22) + c4u3,33 = 0.

Имеются разные варианты введения пяти упру-
гих постоянных в ТИ-упругости. В работе [22] 
вводятся величины l, l′, m, m′, G′ в качестве не-
зависимых упругих параметров ТИ-модели. За-
кон Гука в этих обозначениях принимает вид
	 s11 = (l = 2m)e11 = le22 = l′e33,
	 s22 = le11 = le22 = l′e33,� (5)
	 s33 = l′(e11 = e22) = (l′ = 2m′)e33,
	 s12 = 2me12,s23 = 2G′e23,s31 = 2G′e31.

В изотропном случае будет l′ = l, m′ = G′ = m = G. 
Связь параметров из вышеприведенных обозначе-
ний легко найти, сравнивая (3) и (5):
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	 c1 = l + 2m, c2 = l, c3 = l′, c4 = l′ + 2m′, c5 = G′. �(6)
Широкое распространение получило исполь-

зование технических постоянных: E, E′ – моду-
ли Юнга в направлении плоскости изотропии и 
перпендикулярно к ней, n, n′ – соответствую-
щие коэффициенты Пуассона, G′ – модуль сдви-
га для плоскости, перпендикулярной плоскости 
изотропии [1, 2]. В этих обозначениях закон 
Гука наиболее просто записывается в следую-
щем виде:

	
или, в кратком матричном виде, [e] = S[s], здесь 
через [e] и [s] обозначены соответствующие век-
тор-столбцы. Отсюда имеем 
	 [s] = S –1[e].� (7)

Сравнивая матрицы (7) и (2), найдем связи 
постоянных ci с техническими постоянными:

c1 = 
E(–E′ + En′2)

 ,(1 + n)[E′(–1 + n) + 2En′2]

c2 = 
E(E′n + En′2)

 ,(1 + n)[E′(–1 + n) + 2En′2]

c3 = 
EE′n′

 ,E′(1 – n) – 2En′2

c4 = 
E′2(–1 + n)

 ,E′(–1 + n) + 2En′2

	 c5 = G′.
Сравнивая обратную матрицу (2) с матрицей S, 

найдем выражения технических постоянных через 
постоянные ci:

E = 
(c1 – c2)[–2c3

2 + (c1 + c2)c4]  ,
–c3

2 + c1c4

n = 
(c1 – c2)[c3

2 – c2c4]  ,
c3

2 – c1c4

E′ = 
–2c3

2 + (c1 + c2)c4  ,
с1 + с2

n′ = 
c3  ,

c1 + c2
	 G′ = c5.
В изотропном случае остаются только две не-
зависимые упругие постоянные E′ = E, n′ = n. 
В этом случае модуль сдвига не является незави-
симой переменной и выражается через техниче-
ские постоянные:

G′ = G =
E

 .2(1 + n)
Заметим, что в изотропном случае исполь-

зуются также упругие постоянные Ламе l и m 
(здесь всюду используются они), последняя сов-
падает с коэффициентом сдвига: m = G. Они 
удобны тем, что закон Гука в этих обозначениях 
имеет очень краткую индексную запись: 
	 sij = l divu +2meij.
Их связь с техническими постоянными следующая:

l = 
En

 ,  m = G = 
E

 .(1 + n)(1 – 2n) 2(1 + n)
Некоторые частные случаи  

трансверсально-изотропной упругости
Укажем некоторые частные случаи для транс

версально-изотропных тел, упомянутые во вве-
дении. Установлено, что в теории упругих волн 
в трансверсально-изотропных средах значитель-
ные математические упрощения получаются при 
выполнении определенных ограничений на упру-
гие постоянные. Например Кэрриер [25], Кэме-
рон и Изон [26] нашли следующее алгебраическое 
соотношение между упругими постоянными:
	 (c1 – c5)(c4 – c5) – (c3 + c5)

2 = 0.� (8)
При выполнении соотношения (8) сущест-

венно упрощается задача анализа распростране-
ния волн в трансверсально-изотропных средах. 
С физической точки зрения существует мало 
экспериментальных данных, подтверждающих 
реальность такого твердого тела. Однако цен-
ность данного соотношения заключается не в 
его приближении к какому-либо конкретному 
материалу, а в упрощении решения задачи о рас-
пространении волн в трансверсально-изотроп-
ных средах, но при сохранении некоторых качест
венных особенностей. Такое решение может 
также служить проверкой асимптотических и 
других приближенных результатов.

Условие Гассмана [21] в обозначениях (5) 
имеет вид

1
=

l + 2m + 3l′ + 2m′
 .� (9)G′ (l + 2m)(l′ + 2m′) – l′2
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В наших обозначениях
	 c1c4 – c3

2 = c5(c1 + 2c3 + c4).� (10)
Если выполняется (9), то поверхность пре-

ломления упругой волны представляет собой эл-
липсоид вращения. Показано, что некоторые гео
материалы приблизительно удовлетворяют это-
му условию [22]. При условии Гассмана система 
уравнений (4) приводится к диагональной ма-
тричной форме [20].

Батугин и Ниренбург [23] обнаружили при-
ближенное состояние для 45 горных пород в гео
механике, при котором

G′ =
EE′

 .� (11)E(1 + 2n′) + E′
Здесь используются технические упругие по-

стоянные для ТИ-тела.  Это условие активно ис-
пользуется в геомеханике [3, 4], в наших обозна-
чениях будем иметь довольно громоздкое выра-
жение.

Как видно, в основном ограничения на упру-
гие постоянные, упрощающие математический 
анализ, получены для волновых задач. В данной 
работе мы представим новую связь между упру-
гими постоянными, получаемую из рассмотре-
ния статической задачи.

Кватернионная факторизация  
уравнений теории упругости

Приведем начальные сведения о кватернионах 
и кватернионных функциях. Подробности мож-
но найти в разных изданиях, например, в [13]. 
Пусть i, j, k — базисные единицы кватернио-
нов, подчиняющиеся следующим правилам ум-
ножения:
	 i2 = j2 = k2, ij = –ij = k, jk = –kj = i, ki = –ik = j.

Элемент q-алгебры кватернионов ℍ запишем 
в виде q = q0 + iqx + jqy + kqz = q0 + q, где q0, qx, qy, 
qz – действительные числа, q0 называется ска-
лярной частью кватерниона, q = iqx + jqy + kqz 
называется векторной частью кватерниона q. 
Кватернионная функция, или, кратко, ℍ-значная 
функция f неполной кватернионной переменной 
r = ix + jy + kz ∈ ℝ3, является отображением 
f:Ω ⊂ ℝ3 → ℍ, или f (r) = f0(r) + f(r) = f0(x, y, z) + 
+ jfy(x, y, z) + kfz(x, y, z).

Функции f0, fx, fy, fz являются вещественными, 
определенными в Ω. Непрерывность, дифферен-
цируемость или интегрируемость f определяют-
ся покоординатно. Для непрерывно дифферен-
цируемых функций f:Ω ⊂ ℝ3 → ℍ, которые для 
простоты будем обозначать через f ∈ C1(Ω, ℍ), 

оператор ∇ = i∂x + j∂y + k∂z называется операто-
ром Дирака. Функция f ∈ C1(Ω) называется регу-
лярной в Ω, если f ∈ ker∇(Ω): ∇f (r) = 0, r ∈ Ω. 
В векторных обозначениях условие регулярности 
записывается следующим образом:
	 ∇f (r) = –∇ ⋅ f(r) + ∇f0(r) + ∇ × f(r) = 0.

Здесь и далее «⋅» и «×» обозначают соответ-
ственно скалярное и векторное умножения из 
векторного анализа, при наличии таких обозна-
чений величины i, j и k  рассматриваются как 
орты декартовой системы координат. Эта фор-
мула является кратким обозначением системы 
Моисила–Теодореску (СМТ), а СМТ является 
трехмерным аналогом системы Коши–Римана.

Кватернионная факторизация  
в изотропном случае

Вначале проведем кватернионную факториза-
цию уравнения упругого равновесия Ламе в изо-
тропном случае:
	 (l + m)∇(∇ ⋅ u) + mΔu = 0.� (12)

Перейдем к кватернионным обозначениям в 
этом уравнении Ламе. Во-первых, оператор Лап-
ласа Δ выражается через кватернионный опера-
тор Дирака ∇ в виде
	 Δ = –∇∇.
Верхней черточкой будем обозначать кватерни-
онное сопряжение: q = q0 + q = q0 – q. Далее, 
имеем соотношение
∇u + ∇u = –∇ ⋅ u + ∇ × u – ∇ ⋅ u – ∇ × u = –2∇ ⋅ u.

С помощью этих двух соотношений запишем 
уравнение Ламе (12) в кватернионной форме

	 –(l + m)∇  (∇u + ∇u) – m∇∇u = 0.

В этом уравнении оператор ∇ можно вынести 
налево за скобку:

∇ 
1 (l + m)(∇u + ∇u) + m∇u = 0.2

Факторизация уравнения Ламе и заключается в 
получении этого уравнения. Отсюда следует, что 
выражение в квадратной скобке равняется неко-
торой регулярной кватернионной функции, обо-
значим ее w, ∇w = 0, т. е. имеем следующее ра-
венство:

	 w =  (l + m)(∇u + ∇u) + m∇м =

	 =  (l + 3m)∇u +  (l + m)∇u.

В векторных обозначениях это соотношение бу-
дет иметь следующий вид:
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	 w =  (l + 3m)(–∇ ⋅ u + ∇ × u) +

+  (l + m)(–∇ ⋅ u – ∇ × u) = –(l + 2m)∇ ⋅ u + m∇ × u.

Для регулярной функции w найдется ее пер-
вообразная, т. е. такая кватернионная функция W, 
что ∇W = w, так что имеем следующее равенство:

	 ∇W =  (l + m)(∇u + ∇u) + m∇u =

	 =  (l + 3m)∇u +  (l + m)∇u.� (13)

Используя равенство (13), вычислим выражение:

	 ∇W – ∇W =  (l + m)(∇u + ∇u) + m∇u –

	 –  (l + m)(∇u + ∇u) – m∇u = m(∇u – ∇u).

Теперь найдем следующее выражение:

	 ∇W – ∇W =  (l + m)(∇u + ∇u) + m∇u + 

	+  (l + m)(∇u + ∇u) + m∇u = (l + 2m)(∇u – ∇u).

Исключая ∇u из этих двух полученных равенств, 
находим

∇u = 
l + 3m

 ∇W– 
l + m

 ∇W.� (14)2m(l + 2m) 2m(l + 2m)
Далее нам будет необходима следующая лем-

ма М. Мишику [27].
Лемма (Мишику). Для любой регулярной 

функции f справедливо соотношение:

	 f   = –  [∇(  f r) + f  ].� (15)

Доказательство. Вычислим действие оператора ∇:

	 ∇(  f r) = i   (  f r) + j   (  f r) + k   (  f r) = 

	 = i   r + i f i + j   r + j f j + k   r + k f k = 

	 = (∇f  )r + i f i + j f j + k f k = (if0 – fx + kfy – jfz)i + 
	 + (  jf0 – fz – kfx + jfz) j + (kf0 – fz + jfx – ify)k =
	 = –f – 3f0 + 2f = –3f0 + f = –f – 2f  .
Здесь использовано условие регулярности функ-
ции f : ∇f = 0. Из полученного выражения и сле-
дует искомая формула. Лемма доказана.

Выражение ∇W в формуле (14) является регу-
лярной функцией, поэтому, используя для нее 
лемму Мишику, будем иметь

∇u = l + 3m  ∇W +2m(l + 2m)

+ l + m 1{∇[(∇W)r] + ∇W =2m(l + 2m) 2

= ∇ l + 3m  W + l + m  [(∇W)r + W]  =2m(l + 2m) 4m(l + 2m)

= ∇ 3l + 7m  W + l + m  (∇W)r  .� (16)4m(l + 2m) 4m(l + 2m)
Отсюда находим

u = 3l + 7m  W + l + m  (∇W)r + ϕ =4m(l + 2m) 4m(l + 2m)

= 3l + 7m  W + l + m  wr + ϕ,� (17)4m(l + 2m) 4m(l + 2m)
здесь ϕ – произвольная регулярная функция та-
кая, что скалярная часть правой части форму-
лы (17) равна нулю.

Введем другую регулярную функцию f, кото-
рая отличается только постоянным множителем 
от функции w:

f = l + m  w.� (18)4m(l + 2m)
Введем также соответствующую первообразную 
F: ∇F = f. Тогда окончательный результат сфор-
мулируется так: решение уравнения Ламе вы-
ражается через две регулярные кватернионные 
функции f, ψ и первообразную F функции f в виде

u = kF + f r + ψ,  k = 3l + 7m  , l + m
	 ∇f = ∇ψ = 0,  ∇F = f,� (19)
причем регулярная функция f выражается через 
перемещение в следующем виде: 

f = l + m  [–(l + 2m)∇ ⋅ u + m × u],� (20)4m(l + 2m)
а первообразная F и регулярная функция ψ свя-
заны соотношением
	 kF0 – f ⋅ r + ψ0.� (21)

Формулу (19) называют трехмерным аналогом 
формул Колосова–Мусхелишвили. Впервые ква-
тернионная факторизация уравнения Ламе прове-
дена М. Мишику [27], но его конечный результат 
отличается от приведенного здесь. Трехмерный 
кватернионный аналог формул Колосова–Мусхе-
лишвили впервые получен разными способами 
в [16, 28] и В.В. Наумовым [29]. В работе [30] 
проведена аналогичная факторизация уравнения 
Ламе с использованием клиффордовой алгебры, 
но там допущены ошибки, в частности, лемма 
Мишику сформулирована неверно и конечный 
аналог формулы Колосова–Мусхелишвили яв-
ляется неверным. Другой вариант трехмерного 
аналога формул Колосова–Мусхелишвили полу-
чен на основе общего решения Папковича–Ней-
бера [15].
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Кватернионная факторизация  
для трансверсально-изотропной среды
Преобразуем уравнения равновесия следую-

щим образом: введем следующие обозначения в 
ТИ-уравнение равновесия (4):

c2 ≡
c1 – c2  ;  a ≡ 

2(c3 + c5)  ;
2c5 c1 + c2

∇* = i∂1 + j∂2 + k 1  ∂3;� (22)c

Δ* ≡ −∇*∇* = ∂1
2 + ∂2

2+ 1  ∂3
2.c2

Тогда эти уравнения (4) можно переписать как 
следующие: 

c1 – c2  Δ*u1 +
c1 – c2  (u1,1 + u2,2 + au3,3),1 = 0,

2 2
c1 – c2  Δ*u2 + 

c1 – c2  (u1,1 + u2,2 + au3,3),2 = 0,� (23)
2 2

c1 – c2  Δ* 1  u3 +
c1 − c2  [u1,1 + u2,2 +2 ac3 2

+ 2  (c4 − 
c1 – c2  )u3,3],3 = 0.

a(c1 + c2) 2c4

Если ввести следующую связь между упругими 
постоянными ТИ-тела:

2
 

c4 –

c1 – c2  

 = a,� (24)

a(c1 + c2) 2c4

то третье уравнение (23) будет аналогично пер-
вому и второму уравнениям (23), и мы полу-
чим условие кватернионной факторизации. Да-
лее, умножим первое уравнение (23) на кватер-
нионную единицу i, второе на j и третье на k и 
после суммирования этих выражений получим 
уравнение равновесия ТИ-тела в следующей ква-
тернионной форме:

c1 + c2  ∇*(u1,1 + u2,2 + au3,3) +2

+
c1 – c2 



iu1 + ju2 + k

1
 u3



 = 0.� (25)

2 ac3

Это уравнение можно представить как действие 
левой части кватернионного квазидираковско-
го оператора ∇* на некоторую кватернионную 
функцию

∇* 
с1 + с2  (u1,1 + u2,2 + au3,3) –2

–
с1 – с2 ∇*


iu1 + ju2 + k 1  u3




 = 0.� (26)

2 aс3

Таким образом, если ввести кватернионную 
функцию

f =
c1 + c2  (u1,1 + u2,2 + au3,3) –2

–
c1 − c2 ∇*


iu1 + ju2 + k 1  u3




,� (27)

2 ac3

то эту функцию f ∈ ker∇* можно назвать квази-
регулярной кватернионной функцией неполной 
кватернионной переменной r = ix + jy + kz
	 ∇*f = 0.� (28)
После вычисления кватернионного действия опе-
ратора ∇* в (27) находим связь между упругим 
перемещением u(x, y, z) ТИ-тела со скаляром и 
вектором части произвольной квазирегулярной 
кватернионной функции f = f0 + f:

f0 = c1(u1,1 + u2,2) + 

a

c1 + c2 +
c1 + c2 


 
c3,3,2 2ac3

f =
c1 + c2 ∇ × 


iu1 + ju2 + k 1  u3




.� (29)

2 ac3

В частном случае изотропной упругости, когда [2] 
c1 = c4 = l + 2m, c2 = c3 = l, c5 = m, отсюда имеем 
c = a = 1 и уравнение (22) преобразуется в обыч-
ную кватернионную факторизацию уравнения 
Ламе для изотропной упругости с оператором 
Дирака:
	 ∇[(l + 2m)∇ ⋅ u – m∇ × u] = 0.

В дальнейшем необходимо из соотношения 
(29) выразить вектор перемещения u через ква-
зирегулярную функцию f и, тем самым, получить 
трехмерный кватернионный аналог формул Ко-
лосова–Мусхелишвили для трансверсально-изо-
тропной среды. При этом необходимо развить 
теорию квазирегулярных кватернионных функ-
ций, удовлетворяющих условию (28).

Заключение
В данной работе мы представляем новую 

связь (20) между пятью упругими постоянными 
для ТИ-тела, которая позволила провести ква-
тернионную факторизацию уравнений равнове-
сия. С помощью этой факторизации можно най-
ти аналог формул Колосова–Мусхелишвили для 
таких ТИ-тел. Представленная кватернионная 
факторизация открывает путь к решению трех-
мерных задач для ТИ-тел с использованием ме-
тодов кватернионных функций. 
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