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Аннотация 
Описываются основные математические модели, используемые при решении задач, связанных с глобальным 
изменением климата и антропогенным воздействием на природные процессы северных территорий. На осно-
ве полученных результатов возможно создание региональных систем принятия решений для предупреждения 
и ликвидации последствий чрезвычайных ситуаций, разработка автоматизированных сетей мониторинга по-
токов углерода, прогнозирование климатических изменений, в том числе определение экологического ущерба, 
источников загрязнения, описание процессов распространения загрязнений в атмосфере, почве или водоеме.
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Abstract
The main mathematical models used to address issues related to global climate change and human impact on the natu-
ral systems of the northern regions are discussed. These models were employed to analyze the effects of emergency 
situations and develop regional decision-making systems for prevention and mitigation. Moreover, these models can 
be utilized to establish automated networks for monitoring carbon flows, forecasting climate change, identifying 
sources of pollution, and describing the processes by which pollution spreads in the atmosphere, soil, or water bodies. 
These efforts aim to address the environmental damage and mitigate the negative impacts of human activity on the 
natural world. 
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Введение
Проблемы глобального изменения климата и 

антропогенного воздействия на природные про-
цессы вызывают большой интерес в силу их ог-
ромной практической значимости.

Один из наиболее ключевых процессов – кру-
говорот углерода, особенно в локальных экосис-
темах, где значительным элементом экосистемы 
являются болота, а также велико антропогенное 
воздействие на отдельные природные компонен-
ты. Проблема состоит в оценке эмиссии парни-
ковых газов и оценке их влияния на глобальное 
изменение климата.

Вторым значимым процессом в условиях 
криолитозоны является изменение температур-
ных режимов мерзлых грунтов, в том числе ча-
стичное исчезновение вечной мерзлоты, которое 
влияет на условия жизнедеятельности и сохран-
ность инфраструктуры. Огромное значение имеет 
прогнозное описание происходящих процессов 
и их возможных последствий, определение пу-
тей минимизации наносимого ими ущерба.

Значимо также антропогенное воздействие на 
природную среду, что особенно актуально для 
северных территорий. Освоение новых районов 
криолитозоны часто проводится с нарушением 
почвенных покровов и техногенным загрязне-
нием (промстоками, рассолами, нефтепродуктами, 
радионуклидами и другими экологически опас-
ными загрязнителями) грунта, что приводит к 
уничтожению растительности и образованию 
термокарста, солифлюкции, оползней и других 
нежелательных мерзлотных явлений.

Важную роль при описании происходящих 
изменений играют создание и анализ математи-
ческих моделей, описывающих протекающие в 
биосфере динамические процессы, ориентиро-
ванных на:

1) аналитическое и численное исследование 
задач восстановления теплофизических, массо-
обменных характеристик, граничных режимов;

2) описание процессов конвективного и диф-
фузионного переноса газов (метан, углекислый 
газ) и процессов поглощения в системе почва–
атмосфера с учетом региональных особенностей;

3) задачи описания и прогнозирования тем-
пературных режимов в криолитозоне, описания 
тепломассопереноса при техногенном загрязне-
нии деятельного слоя почвы, влияния паводковой 
воды или нефтяного загрязнения на тепломассо-
обменный режим грунта, исследование поведе-
ния многолетнемерзлых пород при эксплуатации 
нефтяных скважин, трубопроводов;

4) задачи определения источников загрязнения, 
описания процессов распространения загрязнений 
в атмосфере, почве или водоеме.

Определение потоков газа в атмосферу
Исследования газообмена болотных экосис-

тем, задач описания температурных режимов 
и распространения загрязнений, определения 
источников загрязнений, а также условий со-
хранности инженерных сооружений особенно 
актуальны в связи с изменением климата. В об-
щем виде задача расчета динамики примеси в 
атмосфере математически может быть опреде-
лена как решение при заданных начальных и 
граничных условиях дифференциального урав-
нения вида (см. [1–3])
∂C

+ (n→, ∇C ) = div[K∇C] + f,  Kij = dij(Ki + D)� (1)∂t
или
∂C

+ div(n→C ) = div[K∇C] + f,  Kij = dij(Ki + D).�(2)∂t
Здесь C – концентрация газа за вычетом фо-

нового значения; n→ – среднее значение скорости 
ветра вдоль осей x, y, z (оси x и y расположены в 
горизонтальной плоскости, а ось z направлена 
вертикально вверх); D – коэффициент молеку-
лярной диффузии метана (или CO2); K

→ – вектор 
коэффициентов турбулентной диффузии [4], t – 
время. При решении ряда практических задач 
вид уравнения может быть упрощен. Для изуче-
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ния эмиссий газов с поверхности почвы неста-
ционарный член �C�t  существен только в отдельных 
случаях, в частности, в условиях очень слабого 
ветра и малой интенсивности турбулентного об-
мена. Изменения концентраций в атмосфере но-
сят обычно квазистационарный характер, поэтому 
часто можно исключить член �C�t , положив его 
равным нулю, и принять только, что коэффициен-
ты уравнения являются известными функциями 
времени и пространственных переменных: n→(t, 
x, y, z), Kx(t, x, y, z), Ky(t, x, y, z), Kz(t, x, y, z). Рас-
сматривается некоторая область G пространства 
вида G = W × (0, H) (например, W – прямоугольник, 
ограниченный прямыми x = 0, x = X, y = 0, y = Y 
или W = BR(x0) (BR(x0) – круг радиуса R с центром 
в некоторой точке x0), плоскость z = 0 соответст-
вует подстилающей поверхности. Пусть S – часть 
подстилающей поверхности, занятая болотом. На 
∂G задаются следующие граничные условия:

С|∂W×(0,H) = 0,  C(x, y, H ) = 0, 
K33∂C/∂z|z=0,(x,y,0)∈S = −q, 

	 K33∂C/∂z|z=0,(x,y,0)∉S = 0,� (3)
и данные Коши
	 C|t=0 = u0(x, y, z).� (4)

Отметим, что вид граничных условий в рабо-
тах разных авторов меняется. Здесь при некото-
рых естественных условиях было бы естествен-
но предположить, что на границе пространст-
венной цилиндрической области или ее части 
задается не концентрация, а поток. Если коэффи-
циенты уравнения не зависят от переменной z, 
то иногда задачу можно свести к двумерной, по-

ложив c(x, y, t) = ⌠⌡0

H

C(x, y, z, t) dz и проинтег-

рировав уравнение по z. Двумерная модель име-
ет вид

∂c
+ div(n→c) = div[K ∇c] + f (x, y, t), ∂t

	 Kij = dij(Ki + D),  i, j = 1,2, (x, y) ∈ W,� (5)

где n→ – вектор скорости ветра; Ki – коэффициен-
ты турбулентной диффузии; f – поток газа на по-
верхности z = 0. Часто рассматриваются и дву-
мерные модели, которые получаются из (1), если 
мы считаем, что решение и коэффициенты не за-
висят от одной из пространственных переменных. 
Постановка обратной задачи в случае точечных 
условий переопределения состоит в следующем. 
Пусть концентрации газа измерены в каких-

либо точках с координатами (xi, yi, zi) (i = 1, 2, ..., r). 
Требуется найти такое значение q и решение за-
дачи, при которых измеренные концентрации ψi(t) 
наиболее близки полученным из решения задачи 
концентрациям C(xi, yi, zi) или (в идеальном слу-
чае) выполнено
	 C( x→i) = ψi(t),  i = 1, 2, ... , r, x→i = (xi, yi, zi).� (6)

Функцию q можно искать в виде  
q = Sr

i = 1qi(t)Fi(x, y) или q = Sr
i = 1qiFi(t, x, y), где 

Fi – некоторый набор базисных функций, кото-
рые считаются заданными и удовлетворяют опре-
деленным условиям. Условие (6) может заменять-
ся на одно из условий

⌠
⌡Г

C( x→)ji(x
→) dГ = ψi(t),

⌠
⌡G

C( x→)ji(x
→) dW = ψi(t),

	 i = 1, 2, ... , r, x→ = (x, y, z),� (7)
где Г – часть границы области G, таким образом 
задаются некоторые средние значения величи-
ны C. В зависимости от расположения точек за-
меров {x→i}, задача может быть как корректна по 
Адамару, так и не корректна (если точки замеров 
внутренние) [10]. Отметим, что использование 
условий переопределения вида (7) упрощает за-
дачу, превращая ее (при определенных условиях) 
в задачу, корректную по Адамару.

Несмотря на то что рассматриваемые процес-
сы происходят в приземном слое атмосферы, Бо-
родулин А.И. [4] использовал физически более 
содержательную математическую модель – трех-
мерную численно-аналитическую модель, опи-
сывающую процесс распространения примеси в 
термически стратифицированном пограничном 
слое. Эта модель основана на линеаризованном 
варианте полной системы уравнений динамики 
пограничного слоя атмосферы и позволяет учи-
тывать нестационарность метеорологических по-
лей (различные направления скорости ветра, 
суточное изменение метеорологических параме-
тров), динамическую, термическую и орографи-
ческую неоднородности подстилающей поверх-
ности, в частности, взаимное расположение осу-
шенной и неосушенной частей болот. В модели 
отдельно выделяется квазистационарный под-
слой, для описания которого был применен алго-
ритм из работы [6], основанный на теории подо-
бия приземного слоя атмосферы. Задание коэффи-
циентов турбулентной диффузии осуществлялось 
с помощью гипотезы об их пропорциональности 
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соответствующим компонентам тензора вязких 
напряжений Рейнольдса, которая была ранее про-
верена в натурных экспериментах (см. [4]). 

Краткий обзор приведенных в литературе дан-
ных наблюдений потоков метана в атмосферу на 
болотах и озерах зоны вечной мерзлоты пред-
ставлен в работе [8], где, в частности, предложе-
на одномерная модель эмиссии метана. Уравне-
ние имеет вид (1), где в правой части содержатся 
величины, характеризующие сток и генерацию 
метана, зависящие от температуры. Уравнение 
для температуры также одномерное. Другая мо-
дель представлена в работе [9]. После определе-
ния температуры и толщин мерзлых и талых 
слоев оцениваются вертикальные распределе-
ния биохимических компонентов. Математи-
ческая модель динамики концентраций биохи-
мических компонентов основана на уравнении 
диффузии:
∂tCm = ∂z(Dz(z)Cmz) + fm(t, z, C→, T),  m = 1, 2, ..., r. � (8)

Здесь t – время; z – вертикальная координата; 
Cm – концентрация соответствующего компо-
нента; Dz – коэффициент диффузии. Функции 
fm(t, z, C→, T) описывают процессы биохимической 
трансформации субстанций Ci. Предполагается, 
что в мерзлой фазе отсутствует диффузия при-
месей и прекращается трансформация субстан-
ций (т. е. при замерзании талого грунта биохи-
мические компоненты депонируются), Dz = 0, 
fm = 0. При таянии мерзлого грунта биохимиче-
ские процессы и диффузия примесей возобнов-
ляются. На верхней границе талого грунта (z = 0) 
ставится условие

Cmz = a(Cm − Cm,atm),
где Cm,atm – концентрация субстанции в атмосфе-
ре. На нижней границе слоя талого грунта поток 
субстанции полагается равным нулю. При t = 0 
задаются начальные условия. Особый интерес 
представляет моделирование генерации и эмис-
сии метана в зоне вечной мерзлоты. Отметим, 
что, как правило, многие величины, используе-
мые в расчетах, зависят от температуры.

Опишем некоторые работы, посвященные чи-
сленному решению задач об определении пото-
ков. Большинство методов основано на сведении 
к задаче оптимального управления и миними-
зации соответствующего целевого функционала. 
Однако, иногда эти функционалы имеют по не-
сколько локальных минимумов (см. пункт 3.3 в [3]). 
Опишем работы, где точечные данные исполь-
зуются как дополнительные замеры. Трехмерные 

задачи определения постоянных потоков обсуж
даются в [1]. Но численные результаты представ-
лены только в одномерном случае. В [2] описы-
вается метод определения постоянных потоков, 
основанный на известной идее Марчука Г.И. [11], 
где используются специальные решения сопря-
женной задачи (см. также [2–4]). Потоки, завися-
щие от времени, численно восстанавливаются в [3]. 
Теоремы существования и единственности ре-
шений в задачах восстановления потока по ин-
тегральным данным имеются в [10].

Число теоретических результатов, посвящен-
ных задачам восстановления потоков по точеч-
ным данным, очень ограниченно. Можно сослать-
ся на работу [5], где задача исследуется в некото-
рых модельных ситуациях.

Определение источников загрязнения  
и родственные задачи

Рассматривается модель (1), что и в предыду-
щем пункте:
	 r
�C
�t  + (n→, ∇C) – div[K∇C] = f0 + ∑ fi(t, x)qi(t) = F,

	 i = 1

	 Kij = dij(Ki + D).� (9)

Здесь (t, x) ∈ (0, T ) × G, G – область в ℝn. Урав-
нение (9) дополняется краевыми и начальными 
условиями
	 Bu|S = g,  u|t = 0 = u0(x),  S = (0, T ) × Г,� (10)

где либо Bu = �u�N  + su, либо Bu = u (N – конор-
маль к Г ). Заданы также условия переопределе-
ния одного из видов в (6), (7). Определению под-
лежат неизвестные функции qi в правой части 
уравнения. Проблемы такого вида, где выбрано 
одно из условий (7) в виде дополнительных ус-
ловий, возникают в задачах тепломассоперено-
са, диффузии, фильтрации и др. [11]. В теории 
тепломассопереноса функция u – концентрация 
переносимого вещества, а правая часть харак-
теризует объемную плотность источников (сто-
ков) [11] и их расположение. Обратные зада-
чи об определении источников делятся на два 
класса. Типичной является ситуация, когда в 
качестве правой части берется функция вида 
SS

i = 1d(x – xi)qi(t) + f0, где d(x – xi) – дельта-функ-
ция Дирака, т. е. первое слагаемое есть сумма то-
чечных источников (загрязнения в жидкости или 
атмосфере) с мощностями qi (см. библиографию 
и результаты в [12, 13]. Однако рассматривают-
ся и случаи распределенных источников, в этом 
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случае можно считать, что правая часть парабо-
лической системы для концентраций достаточно 
гладкая функция, а само решение u достаточно 
регулярно (в пространствах Соболева или Гель-
дера). В последнем случае имеется большое 
количество теоретических результатов, полу-
ченных как для некоторых модельных уравне-
ний, так и в достаточно общей ситуации [14, 15]. 
В этом случае очень часто обратная задача яв-
ляется корректной в классах конечной гладко-
сти. В одномерном случае большое количество 
результатов имеется в книге [14].

В случае точечных источников в общей по-
становке задачи определению подлежат как сами 
мощности точечных источников qi(t), так и их 
местоположение xi и их число r. Задача в этом 
случае корректной по Адамару не является. Тем 
не менее, таким обратным задачам посвящено 
огромное количество работ, в связи с большим 
количеством приложений [14]. Основные резуль-
таты связаны с методами численного решения 
подобных задач [16].

Некоторые теоретические результаты по ис-
следованию задачи по определению точечных 
источников или близкой к ней имеются в рабо-
тах [7, 12, 13]. В [7] рассматриваются граничные 
условия переопределения (данные Коши), что 
позволяет, используя наборы тестовых функций, 
полностью решить задачу определения числа 
источников, их местоположения и интенсивно-
сти. В [12] рассматривалась модельная задача 
(уравнение теплопроводности в ℝn), с помо-
щью явного представления решений прямой 
задачи и использованием вспомогательной ва-
риационной задачи авторы смогли определить 
величины Si Nir lij (здесь Ni(t) = const для всех i и 
rij = |xi – yj|), что позволило решить задачу при 
помощи алгоритма из работы [7]. Оказалось, 
можно решить задачу и при помощи асимпто-
тических представлений решений стационарных 
эллиптических задач (см. [17]), а также – пере-
хода к прямой нагруженной задаче (см. [13]).

Математическая модель конвективного пе-
реноса газа в почве. Будем рассматривать осу-
шенный слой болотной почвы от поверхности 
до некоторой глубины, ниже которой распола-
гается насыщенный водой горизонт, где идут 
процессы анаэробного образования метана и 
CO2. Введем следующие переменные: CCH4

, 
CCO2

 (кг С/м3
в), СN2

, CO2
 (кг С/м3

в) – концентрации 
в почвенном воздухе метана, CO2, азота и кисло-

рода соответственно; кроме того, CХВ (кг С/м3) – 
концентрация биомассы бактерий-метанотрофов 
в почве. Для азота мощность источников (сто-
ков) считаем нулевой.

∂jCCH4 =
∂  (DCH4

(CCH4
)z − UgCCH4

) − V0x,∂t ∂z
∂jCCO2 =

∂  (DCO2
(CCO2

)z − UgCCO2
) + V0x + Vaer,∂t ∂z

∂jCN2 =
∂  (DN2

(CN2
)z − UgCN2

),� (11)
∂t ∂z

∂jCO2 =
∂ (DO2

(CO2
)z − UgCO2

) + (Vaer + 2V0x) 
MO2 ,

∂t ∂z Mc

где DCH4
, DCO2

, DN2
, DO2

 – эффективные коэффи-
циенты диффузии метана, углекислого газа, азо-
та и кислорода соответственно, Mc – атомная 
масса углерода (0,012 кг/моль), MO2

 – молеку-
лярная масса кислорода (0,023 кг/моль), Ug – 
скорость конвективного потока газовой смеси, 
Vaer и V0x – скорости аэробного окисления орга-
нического вещества почвы и метана соответст-
венно; z (м) – глубина; j (м3

в/м
3) – порозность 

аэрации. В последнем уравнении удвоение V0x 
появляется вследствие того, что окисление мета-
на предполагается следующим:

CH4 + 2O2 = CO2 + 2H2O.
Из-за того, что, с одной стороны, температура 

почвы может существенно меняться даже в су-
точном цикле, не говоря уже о более продолжи-
тельных промежутках времени, а, с другой сто-
роны, от температуры зависят значения DCH4

, DCO2
, 

DN2
, DO2

 и весьма существенно зависят Vaer и V0x, 
необходимо учесть в модели и уравнение дина-
мики температуры (T, K ):

rcrTt = ∂z(kTz – UgrgcgT ) + aT,
где cr (кДж/(кг·K)) и r (кг/) – средние теплоем-
кость и плотность почвы; rg (кг/м3) – плотность 
газовой смеси в почве; cg (кДж/(кг·K)) – тепло-
емкость газовой смеси при постоянном давле-
нии; aT (кДж/(м3·сут)) – мощность источника, 
стока тепла; k (кДж/(м·сут·K)) – эффективный 
коэффициент теплопроводности. Если характе-
ризующее поток газа число Рейнольдса Re < 1, 
то скорость этого потока может быть описана 
при помощи закона Дарси:

Ug = 
kTz ,m

где m (Н·сут/м2) – вязкость газа; P (Па) – давле-
ние внутри почвы; k – проницаемость, из анали-
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за размерностей следует, что k нужно выражать 
в м2, или, точнее говоря, для эффективной ско-
рости конвективного потока газовой смеси, в 
м3

в/м, м3
в – объем почвенного воздуха. По закону 

Дальтона, общее давление газовой смеси скла-
дывается из парциальных давлений всех состав-
ляющих ее газов, в данном случае:

P = PCO2
 + PCH4

 + PO2
 + PN2

,
где PCO2

, PCH4
, PO2

, PN2
 (Па) – соответственно, 

парциальные давления CO2, CH4, N2, и O2:

PCO2
 = TR 

CCO2 ,  PCH4
 = TR

CCH4 ,Mc Mc

PO2
 = TR 

CO2 ,  PN4
 = TR

CN2 .MO2
MN2

Здесь R (8,314 Дж/(моль·K)) – универсальная га-
зовая постоянная; MN2

 (0,028 кг/моль) – молеку-
лярная масса азота. При использовании этой мо-
дели для описания процессов конвективного пе-
реноса газа обычно решаются вспомогательные 
обратные задачи об определении параметров сре-
ды с последующим описанием процессов конвек-
тивного и диффузионного переноса газов (метан, 
углекислый газ).

Потребление метана. Потребление метана в 
почве за счет окисления метанотрофными бакте-
риями в автоморфных почвах – единственный из-
вестный биологический механизм стока для атмо
сферного метана. В нестационарном случае [18] 
уравнение записывается в виде

∂tC = ∂z(Dz(z)Cz) − kzC = 0, C|z = 0 = Ca, 
	 Cz|z = Z = 0,  C(z, 0) = C0.� (13)
Здесь Dz – коэффициент диффузии CH4 в порах 
почвы, вычисляемый с помощью измеренных 
значений F (общая пористость) и Q (объемная 
влажность), Ca – измеренная концентрация CH4 
в атмосфере (мг/м3), kz – измеренная в инкубацион-
ном эксперименте скорость потребления (т. е. kz < 0) 
CH4 при С = Сa .

В стационарном случае уравнение и гранич-
ные условия на верхней z = 0 и нижней z = Z 
границах записываются таким образом:
	 ∂z(Dz(z)Cz) − kzC = 0,  C(0) = Ca, Cz|z = Z = 0.� (14)
Удельный поток (УП) метана Q (мг/м2/ч), про-
гнозируемый моделью, вычислялся по получен-
ному решению

Q = Dz(0,005) 
Cz(0,01) – Cz(0)

.0,01
Здесь также возникают обратные задачи об опре-
делении функции kz(z) [18] по заданным значени-
ям концентраций метана в почве.

Моделирование углеродного цикла болот-
ных экосистем. Болотные экосистемы доста-
точно хорошо представлены в биогеохимиче-
ских моделях, что в последние годы обусловле-
но интересом к происходящим изменениям 
климата, в большой мере обусловленным изме-
нением концентрации парниковых газов в ат-
мосфере. Известно, что в болотах законсервиро-
ваны огромные запасы углерода в виде слабо-
разложившегося органического вещества и они 
являются активным источником метана и стоком 
углекислого газа из атмосферы. К моделям био-
геохимических циклов относятся модели угле-
родного цикла, включающие модели потоков 
углекислого газа, фотосинтеза болотной расти-
тельности, эмиссии углекислого газа и метана, 
трансформации органического вещества почвы, 
азотного и фосфорного циклов, процессов нако-
пления микро- и макроэлементов, в том числе 
тяжелых металлов и радионуклидов в болотах. 
Динамические процесс-ориентированные моде-
ли, которые включают в себя рост растительно-
сти и динамику углерода или азота, могут быть 
использованы для описания углеродных функ-
ций водно-болотных угодий. Популярные моде-
ли включают: DNDC, Papyrus Simulator [29], мо-
дели Phragmites и Typha от Asaeda и др., Peat
land-VU, PEATBOG [20], Phragmites C. Мало 
какая литература по математическому модели-
рованию экологических процессов также об-
ходится без упоминания классической модели 
Ферхюльста.

Математическое моделирование  
техногенного загрязнения в мерзлых грунтах

Рассматриваются теплоперенос, загрязнение и 
тепловые режимы в криолитозоне, а также влия-
ние паводковой воды и нефтяного загрязнения на 
тепломассообменный режим грунта и локализа-
цию радиоактивных отходов в криолитозоне.

Совместный тепломассоперенос при техно-
генном загрязнении деятельного слоя описыва-
ется системой трех уравнений с учетом сорбции 
в почвенно-поглощающем комплексе (В.М. Ен-
тов, Г.Г. Цыпкин, Р.И. Нигматулин, П.П. Пермя-
ков, В.И. Сабинин, J.L. Nieber и др.). Общая мо-
дель имеет вид

c 
∂T

= div(l(T )∇T )) − (cwV, ∇T ) + L
∂Wi ,� (15)∂t ∂t

∂qw = div(kf∇H)) –
∂qi ,� (16)∂t ∂t
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∂Ww = div(k∇Ww)) –
∂Wi ,� (17)∂t ∂t

∂WwCw = div(D∇Cw – VCw) –
∂WiCi –

∂N
,�(18)∂t ∂t ∂t

∂N
= b 


C – N 



.� (19)

∂t kd

Система уравнений замыкается равновесным 
уравнением количества незамерзшей воды и 
условием промерзания порового раствора:
	 Ww = Wnw(T, C, W ),  W = Ww + Wi,  Ci = kzxCw,� (20)
где C, Cw – объемные теплоемкости грунта и 
воды, Дж/(м3K); T – температура, K; l – тепло-
проводность, Вт/(м·K); t – время, с; L – объемная 
теплота фазового перехода, Дж/м3; W – суммар-
ная влажность, (масса всей влаги/масса скеле-
та); q – объемная влажность (q = qw + qi, qi, qw – 
то же самое, но относящееся отдельно ко льду и 
воде); H = P – z – напор, м; P – всасывающее 
давление влаги, м; x – пространственные коор-
динаты, м; k – коэффициент диффузии, м2/с; kf – 
коэффициент фильтрации, м/с; D – коэффи-
циент конвективной диффузии примеси, м2/с; 
V = (V1, V2, V3) – скорость фильтрации, м/с; Cw, 
Ci – концентрации примеси в воде и льду, N – 
концентрация примеси в почвенно-поглощаю-
щем комплексе, b – коэффициент скорости об-
мена, 1/с; kd – коэффициент распределения 
примеси. Уравнение (16) – потенциальная, (17) – 
влажностная формы уравнения влагопереноса. 
Уравнение Ричардса (16) известно как уравне-
ние ненасыщенно-насыщенной фильтрации в 
дисперсных грунтах с помощью единой матема-
тической модели. Уравнения (16), (17) эквива-
лентны, и можно рассматривать одно из них. 
Уравнения теплопроводности и примеси со-
держат конвективные слагаемые. Конвективные 
члены могут быть представлены в недивергент-
ной (неконсервативной) и дивергентной (кон-
сервативной) формах. При численном решении 
основное внимание уделяется вопросам аппрок-
симации конвективных слагаемых. Исследова-
ния влияния нефтяного загрязнения на теплофи-
зические свойства мерзлых дисперсных пород, 
проведенные Р.Г. Мотенко и др. [21], указывают 
на понижение значений коэффициентов тепло-
проводности загрязненных пород как в талом, 
так и в мерзлом состоянии, но для мерзлых по-
род это влияние гораздо существеннее. Для рас-
смотренных мерзлых пород при значениях влаж-

ности, близких к полному влагонасыщению, это 
снижение может составить 18–20 %, что, по-види-
мому, происходит из-за привнесения в породу низ-
котеплопроводного углеводородного компонента, 
теплопроводность которого значительно ниже зна-
чений теплопроводности других составляющих 
породы (исключая воздух). При нефтяном загряз-
нении не наблюдается изменение функции коли-
чества незамерзшей воды, но в зависимости от 
физико-химических свойств нефтепродуктов она 
может меняться. Подвижность загрязненного рас-
твора определяется коэффициентом конвективной 
диффузии D(T, Ww, Wi, c), который зависит от вяз-
кости нефтепродуктов через диффузионные и 
фильтрационные свойства грунта.

Упрощенные варианты. Цилиндрическая 
система координат [22].

c ∂T – ∂ l ∂T – 1 ∂ rvl(T) ∂T +∂t ∂z ∂z rn ∂r ∂r

+ cw 

Vz

∂T + Vr
∂T 



 – L ∂Wi = 0,∂z ∂r ∂t

∂qw – ∂ kf
∂(P – z) –

∂t ∂z ∂z

– 1 ∂ rvkf
∂(P – z) +

∂qi = 0,
rv ∂r ∂r ∂t

∂Ww – ∂ K ∂Ww – 1 ∂ rvK
∂Ww +

∂t ∂z ∂z rv ∂r ∂r

+ cosq
∂kf + sinq

∂kf + ∂Wi = 0,� (21)∂z ∂z ∂t
∂WiCw – ∂ D ∂Cw – 1 ∂ rvD ∂Ww +
∂t ∂z ∂z rv ∂r ∂r

+ 1 ∂ rvWwVr +
∂WwCw + ∂WiCi + ∂N = 0,rv ∂r ∂z ∂t ∂t

∂N
= b 


Cw – N 



,  z < h,  0 < t < tm,

∂t kd
c = c(T ) = (cck + ciWi + cwWnw)rsk,

W = Ww + Wi,  q = qw + qi,

q =
Wrsk (ri + (rw – ri)i(T )),� (22)
rwri

C =
WwCw + WiCi ,  Vr = –kfPt + kfsinq,100

Vz = −kfPz + kfcosq.
Уравнения (21) дополняются уравнением ко-

личества незамерзшей воды и условием замер-
зания соли вместе с почвенной влагой:
	 Ww = Wnw(T, C, W),  W = Ww + Wi,  Ci = kzxCw.�(23)

При этом можно задать следующие гранич-
ные условия:
	 −kf(Pz − 1)|z = 0 = R(r, t),  kf(Pz − 1)|z = Z = Q(r, t),� (24)
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kfPz = { 0, T < 0,  0 < z < Z, (25)qbr, T > 0, 0 < z < Z,
Pr = 0,  z ∈ (0, b) ∪ (b2, Z ),  P = 0,  r = R,

	 z ∈ (b, b1),  P = z − b1,  r = R,  z ∈ (b1, b2).� (26)
Первое уравнение в (21) учитывает процесс 

промерзания-протаивания порового раствора с 
учетом фильтрации жидкой фазы. Движение са-
мого порового раствора (воды) с учетом льдовы-
деления описывается вторым уравнением. Третье 
и пятое уравнения характеризуют процесс соле-
переноса в промерзающих–протаивающих грун-
тах. Второе уравнение называется потенциаль-
ной, а третье – влажностной формами уравнения 
влагопереноса (они взаимозаменяемы). На поверх-
ности земли (верхней границе) может быть задано 
условие инфильтрации снеговой воды (промсто-
ка) или испарения (24), а в основании – гранич-
ное условие. На левой границе области может 
задаваться как напор надмерзлотных грунтовых 
вод, так и условие непротекания (25). На правой 
границе задаются аналогичные граничные ус-
ловия с учетом выноса загрязненной воды и на-
пора сезонной динамики речной воды (26). На 
участке выноса r = R, b < z < b1, задаются два 
условия: P = 0 и –(kfgrad H ) > 0, второе из кото-
рых используется для определения верхней гра-
ницы участка высачивания. На участке границы, 
где промсток V втекает внутрь области, а также 
на нагнетательных дренах (скважинах), задают-
ся условия
(Dgrad S – VS)n = –VSv,  (lgrad T – cwVT )n = cwVT,
где Sv, Tv – концентрация и температура втекаю-
щего раствора. А на участках границы, где поток 
вытекает:

(Dgrad S – VS)n = 0,  (lgrad T – cwVT )n = 0.
На поверхности сезонно-охлаждающих 

устройств задаются T = const или (lgrad T )n = const.
Модель А.В. Лыкова [23].

C ∂T – ∂ l ∂T + cwV ∂T – L ∂Wi = 0,
∂t ∂z ∂z ∂z ∂t

∂qw – ∂ kf(1 – i(T )) ∂(P – z) + ∂qi = 0,
∂t ∂z ∂z ∂t
∂Ww – ∂ K ∂Ww + ∂kf + ∂Wi = 0,� (27)
∂t ∂z ∂z ∂z ∂t

∂WiCw – ∂ D ∂Cw + ∂VCw + ∂WiCi + ∂N = 0,
∂t ∂z ∂z ∂z ∂t ∂t

∂N = b 

Cw – N 



,  z < h,  0 < t < tm.∂t kd

Уравнения (27) замыкаются равновесным 
уравнением незамерзшей воды и условием за-
мерзания соли вместе с почвенной влагой:

	 Ww = Wnw(T, C, W ),  W = Ww + Wi,  Ci = kzxCw.� (28)
Физический смысл всех параметров описан в 

двух предыдущих пунктах.
Прогноз динамики сезонного расшатыва-

ния газопровода, численное моделирование 
напряженно-деформированного состояния тру-
бопровода при пучении грунта. Для первой 
модели имеем [23]

c(T ) ∂T – 1 ∂ rvl(T ) ∂T – ∂ l(T ) ∂T +∂t rv ∂r ∂r ∂z ∂z

+ cв 



Vr

∂T + Vz
∂T 



 + L ∂Wл = 0,� (29)

∂r ∂z ∂t
где r ≤ R, t ≤ tm,
∂qв – 1 ∂ kfr

v ∂H – ∂ kf
∂H + ∂qл = 0,� (30)

∂t rv ∂r ∂r ∂z ∂z ∂r
∂Wв – 1 ∂ kfr

v ∂Wв –
∂t rv ∂r ∂r

– ∂ kf
∂Wв +

∂kf + ∂Wл = 0.� (31)
∂z ∂z ∂z ∂r

Область численного моделирования двумер-
ная – вертикальный разрез грунта с координата-
ми (r, z). На поверхности грунта (на верхней гра-
нице) задаются граничные условия второго рода 
для температуры и условие инфильтрации атмо
сферных осадков или испарения:
	 −lTz|z = 0 = q(t),� (32)
	 −lWz|z = 0 = qw(t).� (33)

В основании задается граничное условие не-
протекания, а на левой и правой границах обла-
сти – поступление и вынос надмерзлотных се-
зонных грунтовых вод. На стенке трубопровода 
задается условие теплопроводности

– l∂T = Q(t).∂n
Теплопередача через стенки трубы при выну-

жденном турбулентном движении транспорти-
руемого продукта описывается следующим об
разом: 

Q(t) = a(Tg – T), 

где a = 
Nu�pr
d  – коэффициент теплоотдачи. 

Прогноз динамики температурного состо-
яния мерзлого грунта [21, 22]. Температура по-
чвы является одним из решающих факторов в 
таких важнейших процессах, как образование и 
разрушение органических веществ в круговоро-
те элементов и соединений на нашей планете, а 
изучение температуры почвы следует признать 
важнейшей задачей физики почв. В частности, 
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для болот как мощнейшего природного источ-
ника метана – важного парникового газа тем-
пература была выявлена в качестве одного из 
главнейших экологических факторов, опреде-
ляющих интенсивность его эмиссии [1, 24]. За-
дачи уменьшения неопределенностей в оценках 
текущей эмиссии метана и предсказания ее из-
менения в будущем требуют (для расчета пото-
ка CH4, исходя из данных об окружающей сре-
де) построения математической модели. Почва 
представляет собой трехфазную систему, со-
стоящую из остова-скелета – совокупности ог-
ромного количества твердых частиц разнообраз-
ной формы и величины, разделенных проме-
жутками, заполненными газом, влагой или тем 
и другим одновременно. Очевидно, что расчет 
температурного поля в почве, где все процессы 
взаимосвязаны, – задача исключительно слож-
ная. Во многих случаях определение параме-
тров системы осуществляется на основе метода 
обратной задачи.

В работе [1] обсуждается вопрос об опреде-
лении теплоемкости и теплопроводности на при-
мерах в одномерном случае, т. е. в модели
	 r(cT )t = ∂zl(z, t)Tz + f,� (35)
где c – теплоемкость и l – коэффициент темпе-
ратуропроводности, r – плотность. В многомер-
ном случае используется модель, аналогичная 
модели

r∂cT + (v→, ∇T ) = div[l∇T ] + f,� (36)
∂t

где v→ – скорость перемещения влаги в почве, 
или модель

r∂cT
= div[l∇T ] + f.� (37)

∂t
Коэффициенты c, l определяются по замерам 

температуры методом обратной задачи. Как пра-
вило, они определяются для модельного уравне-
ния и модельной задачи и затем используются при 
построении температурного поля в более сложной 
модели. Типы обратных задач [22, 23, 25]:

1) восстановление параметров (объемная те-
плоемкость, теплоемкость, коэффициент тепло-
проводности и др.) по точечным или интеграль-
ным данным;

2) восстановление граничного условия (как 
правило, на внешней поверхности грунта) по то-
чечным или интегральным данным (в ряде мо-
делей грунт предполагается многослойным, ис-
пользуются условия сопряжения задач типа диф-
ракции или условия неидеального контакта).

В этих случаях для модели (37) определяется 
либо тепловой поток lTz|z = 0 = q, либо коэффи-
циент теплопередачи a, характеризующий тепло-
вой поток в грунт (в этом случае на поверхности 
задается условие lTz|z = 0 = a(T – T0), где T0 – тем-
пература воздуха).

Как правило, неизвестными в таких задачах 
являются решение u, функции, зависящие от вре-
мени или пространственных переменных, или 
постоянные, входящие в коэффициенты тепло-
проводности, теплоемкости либо в граничное 
условие. Дополнительные условия для нахожде-
ния этих функций часто имеют вид одного из усло-
вий в (6), (7). Стоит отметить монографию [14], 
где в случае n = 1 определяется теплопровод-
ность как функция времени и получены теоремы 
существования и единственности, а в качестве 
данных берутся значения решения в отдельных 
точках, возможно, совпадающих с граничными, 
в последнем случае получаем данные Коши на 
боковой поверхности прямоугольника. Тепло-
проводность, не зависящая от одной из про-
странственных переменных, и часть коэффици-
ентов по данным Коши на боковой поверхности 
цилиндра и интегральным данным определяют-
ся в работе [26]. Получены теоремы существова-
ния и единственности решений и оценки устой-
чивости. В монографии Белова Ю.Я. получены 
теоремы существования и единственности ре-
шений, в том числе и старших коэффициентов, 
не зависящих от некоторых пространственных 
переменных с данными переопределения на се-
чениях пространственной области плоскостями. 
В силу специфики метода, все коэффициенты 
также не зависят от части пространственных пе-
ременных. Более полные результаты получены в 
цикле работ [14, 27 и др.], где показана коррект-
ность обратных задач об определении коэффи-
циентов в случае задания решения на простран-
ственных многообразиях или в отдельных точ-
ках, как и в нашем случае. Обратные задачи с 
точечными данными исследовались в работах 
Прилепко А.И. и его учеников. 

Подавляющее большинство численных мето-
дов решения обратных задач основано на сведе-
нии задачи в задаче оптимального управления и 
минимизации соответствующего целевого функ-
ционала. В литературе рассматривались очень 
большое количество постановок, но все же боль-
шинство работ посвящено одномерному случаю. 
Отметим серию работ Алифанова О.М. и его 
учеников, посвященных численному решению 
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задач об определении коэффициента теплопро-
водности и теплоемкости, зависящих от темпе-
ратуры [28]. 

Идентификация параметров моделей, воз-
никающих при описании температурного поля 
промерзающих-протаивающих дисперсных 
грунтов с учетом фазового перехода. Одна из 
моделей – задача Стефана для системы парабо-
лических уравнений. Обзор численных методов 
решения задачи Стефана можно найти в моно-
графии Вабищевича П.Н., математические ас-
пекты задачи Стефана рассматриваются в моно-
графии Мейрманова А.М.

Задача Стефана. Оценка эволюции терми-
ческого режима грунтовых оснований инженер-
ных сооружений в условиях меняющегося кли-
мата требует достоверности и надежности ма-
тематической модели. Расчет температурного 
режима осуществляется с помощью детерми-
нистских математических моделей с использо-
ванием современных численных методов и про-
граммных средств.

Классическая постановка задачи (известная 
задача Стефана) состоит из уравнения теплопро-
водности в талой WT и мерзлой зонах WM и двух 
граничных условий на подвижной поверхности 
ξ(t) раздела фаз [22]:

cMrM
∂TM = div(lM(TM)∇TM)),� (38)
∂t

cTrT
∂TT = div(lT(TT)∇TT)),� (39)
∂t




lT

∂TT –lM
∂TM 



 = rLVn,  x ∈ ξ (t),� (40)

∂n ∂n
	 TT = TM = Tf,  x ∈ ξ (t).� (41)

На верхней границе Г исследуемой области 
задается граничное условие третьего рода, для 
которого тепловой поток в грунт определяется 
конвективным теплообменом между поверхно-
стью пород и воздухом (или условие Дирихле):  
– ��T
�n  = aef (T )(Ta –T ), (x ∈ Г ). На нижней грани-

це чаще всего задается геотермический поток те-
пла q∞, т. е. условие Неймана: –l �T

�n
 = q∞. Здесь 

T – температура, °C; t – время, c; x = (x1, x2, x3) – 
пространственная координата; c – удельная те-
плоемкость, Дж/кг; r – плотность, кг/м3; l – 
коэффициент теплопроводности, Вт/(мK); �T

�n  , 

Vn – производная и скорость перемещения по-

верхности ξ(t) по направлению нормали n, м/с; 
Tf – температура кристаллизации поровой вла-
ги, °C; Ta – температура воздуха; aef – коэф-
фициент конвективного теплообмена с возду-
хом, Вт/(м2K); индексы: M – мерзлый; T – талый. 
Исходную информацию о температурном ре-
жиме воздуха за летний Ta

s и зимний Ta
w периоды 

аппроксимируем стандартной тригонометрической 
функцией 

Ta
w =

pWaw sin

pt 



 ,  Ta

s =
pWas sin


pt 



 ,2tw tw 2ts ts

где Waw, Was – суммы отрицательных и положи-
тельных температур воздуха зимой и летом, K; 
tw, ts – продолжительность зимнего (среднесу-
точная отрицательная температура воздуха) и 
теплого периодов года соответственно, сут.; t – 
время, сут. Аналогично аппроксимируем коэф-
фициент конвективного теплообмена aef от вы-
соты снежного покрова.

Задачи с фазовым переходом относятся к клас-
су нелинейных с сильноменяющимися коэффи-
циентами и являются одними из главнейших 
проблем теплофизики и теоретической тепло-
техники. Прежде всего это связано с неопреде-
ленностью многих параметров в системе (гра-
ничных условий, теплоемкости, теплопровод-
ности, функции количества незамерзшей воды, 
коэффициента диффузии и т. д.), а также несоот-
ветствиями допущений при восстановлении ха-
рактеристик и построении математических мо-
делей. Традиционный подход с использованием 
значений характеристик, полученных из экспе-
римента, часто приводит к неверным результа-
там. Трудности при решении коэффициентной 
обратной задачи тепломассообмена (ТМО) с фа-
зовыми переходами связаны с тем, что в промер-
зающих-протаивающих дисперсных средах про-
исходит сложный взаимосвязанный термодина-
мический процесс: идет миграция незамерзшей 
воды (порового раствора) в более холодную часть 
образца, а часть тепла расходуется на фазовый 
переход воды в лед (или наоборот). При этом 
взаимосвязанность и нелинейность уравнений 
усиливаются, а коэффициент диффузии (фильтра-
ции) определяют только в талой зоне (В.Д. Ермо-
ленко, А.В. Лыков, В.Б. Георгиевский, А.А. Алек-
сашенко, В.В. Власов, Э.Д. Ершов и др.).

Описание некоторых обратных задач, воз-
никающих при описании температурного поля. 
Типы обратных задач ([22, 23, 25, 26]):
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1. Восстановление параметров (объемная 
теплоемкость, коэффициент теплопроводности 
и др.) или функций, входящих в математиче-
ские модели, по точечным или интегральным 
данным.

2. Восстановление граничного условия (как 
правило, на внешней поверхности грунта) по то-
чечным или интегральным данным (грунт пред-
полагается многослойным, используются условия 
сопряжения задач типа дифракции).

Определение теплофизических и массооб-
менных характеристик. Восстановление тепло-
физических и массообменных характеристик с 
учетом процесса промерзания-протаивания по-
рового раствора относится к классу нелинейных 
задач с сильноменяющимися коэффициентами. 
При фазовом переходе порового раствора все 
теплофизические (теплоемкость, теплопровод-
ность) и массообменные (коэффициенты диф-
фузии, фильтрации и конвективной диффузии 
примеси) характеристики выражаются через 
функцию количества незамерзшей воды. Как 
известно, процесс протаивания (промерзания) 
влажной мерзлой (талой) дисперсной среды со-
провождается переносом влаги, который приво-
дит к существенным изменениям теплофизиче-
ских характеристик. При проведении эксперимен-
та переносом влаги можно пренебречь, если будут 
соблюдены следующие условия: во-первых, экс-
перимент проводится в цилиндрической ячейке 
(сосуде) достаточно малого радиуса (R < 0,015 м, 
высота h ≥ 6R), такого что поток влаги, мигри-
рующий по радиусу, незначителен. Во-вторых, 
создается равномерный, достаточно интенсив-
ный тепловой поток на поверхности измери-
тельной ячейки. В этом случае влага не успевает 
мигрировать за время проведения эксперимента 
ввиду его сравнительной кратковременности. В-
третьих, при проведении эксперимента должны 
быть соблюдены условия теоремы единственно-
сти решения обратной задачи теплопроводно-
сти. Температурное поле исследуемого образца 
в цилиндрическом сосуде описывается следую-
щим уравнением теплопроводности:

c(T ) ∂T – 1 ∂ rnl(T ) ∂T = 0,  t ≤ R,  t ≤ tm,� (42)∂t rv ∂r ∂r

lim rvl(T )
r → 0

∂T = 0,∂r

l(T ) ∂T |r = R = q(t),  T(0, r) = T0(r),�
(43)

∂r

c = c(T ) = cef = cck + ciW 0 +

+ (cw − ci )Wnw + L ∂Wnw ,� (44)
∂T

l(T ) = lM + (lT − lM) Wnw – Wnc .W 0 – Wnc

Здесь v = 0,1 соответствует пластине и цилин-
дру, c – объемная теплоемкость грунта, Дж/(м3·K); 
lM, lT – теплопроводности мерзлых, талых по-
род, cef , ci, cw – удельные теплоемкости грунта, 
льда и воды, Дж/(кг·K), W 0, Wnc – начальная и 
прочносвязанная влажности, Wnw – функция ко-
личества незамерзшей воды, которая в случае 
техногенного загрязнения грунта зависит и от 
засоленности C. На границе при r = 0 выпол-
няется условие ограниченности решения (43). 
Требуется восстановить параметры (cM, cT , lM, 
lT , Wnw(T )) по известным замерам температуры 
Ti(t) в точках ri(i = 1, ... , nT), т. е. T(t, ri) = Ti(t).

Задача формулируется в виде задачи опти-
мального управления. В качестве оптимально-
сти выбирается целевой функционал среднеква-
дратического отклонения замеренных темпера-
тур от расчетных значений. После чего решается 
задача (42), (43), где добавляются необходимые 
граничные и начальные условия.

Определение граничных данных (см. [22, 25]). 
Рассматривается система (42) c данными (43), (44). 
Необходимо по заданным данным восстановить 
одну из функций a(t): 

T(t, 0) = a(t),  lim rvl(T )
r → 0

∂T = a(t),∂r

lim rvl(T )
r → 0

∂T = a(t)(T – Tc)|r = 0,�
(45)

∂r
где Tc – температура внешней среды.

Другая постановка граничной обратной за-
дачи. Рассматривается уравнение

cb(Tb)
∂Tb – 1 ∂ rnlb(Tb)

∂Tb = 0,
∂t rn ∂r ∂r

	 r ∈ (Rb, Rb + 1),  t ≤ tm,  v = 0, 1, 2,�
(46)

где промежуток r ∈ [R1, RN] разбит точками 
R1 < R2 < R3 < ... < RN, в каждой из которых зна-
чения параметров cb, lb свои. На границе слоев 
задаются условия сопряжения типа дифракции

Ti|r = Ri + 0 = Ti + 1|r = Ri + 1 – 0, 
	 liTir|r = Ri + 0 = li + 1Ti + 1|r = Ri + 1 – 0, � (47)

i = 1, 2, …,  N − 1.
Заданы условия вида

l1(Tb)
∂Tb |r = RN

 = q(t),  Tb(0, r) = T0b (r).� (48)
∂r



С. Г. Пятков и др.  Математическое моделирование для устойчивого развития Севера России

652� Природные ресурсы Арктики и Субарктики. 2023;28(4):641–656

Дополнительно задано условие

l1(T1)
∂T1 |r = R1

 = a 
∂r
или

l1(T ) ∂T1 |r = R1
 = a(T1 − Tc).� (49)

∂r
Требуется по этим условиям найти функцию a. 
Как и ранее (см. описание выше)

c = c(T ) = cef = cck + ciW 0 +

+ (cw − ci)Wnw + L ∂Wnw ,� (50)
∂T

l(T ) = lM + (lT − lM)
Wnw − Wnc .
W 0 = Wnc

Выявление опасных участков магистраль-
ных нефтепроводов на основе долгосрочного 
прогнозирования ореола оттаивания много-
летнемерзлых грунтов (см. [29, 30]). Решаемые 
задачи: исследование напряженно-деформирован-
ного состояния подземных трубопроводов, про-
ложенных в условиях вечной мерзлоты; расчеты 
температурного поля грунта вокруг магистраль-
ного нефтепровода и его напряженного состоя-
ния в многолетнемерзлых грунтах; тепловые ре-
жимы и тепловые потери подземных трубопро-
водов с учетом реальных условий теплообмена; 
исследование поведения многолетнемерзлых по-
род при эксплуатации нефтяных скважин.

Математическая модель представляет собой 
систему уравнений, описывающую температур-
ный режим грунта, осадку оттаивающего грунта 
и планово-высотное положение трубопровода. 
Расчет температурного режима вмещающего тру-
бопровод грунтового массива основан на реше-
нии уравнения теплопроводности Фурье и учи-
тывает: тепловое взаимодействие трубопровода 
и ММГ; теплообмен на поверхности грунта; те-
плообмен фазовых превращений поровой влаги; 
граничные условия. К исходным данным отно-
сятся: параметры трубопровода; строение грун-
тового массива; физико-механические и тепло-
физические свойства грунтов; свойства насып-
ного грунта; параметры ММГ, климатические 
данные. Тепловое взаимодействие линейной ча-
сти трубопровода с грунтом рассматривается в 
поперечных трубопроводу сечениях грунта, что 
справедливо в предположении плавного измене-
ния строения и свойств грунтов вдоль трубопро-
вода. Осадка оттаивающего грунта определяется 
в процессе изменения глубины оттаивания грун-
та под трубопроводом с учетом постепенного 

перемещения источника тепла в ММГ после за-
пуска трубопровода в эксплуатацию. При моде-
лировании изменения планово-высотного поло-
жения и напряженного состояния трубопровод 
рассматривается как упругая балка бесконечной 
длины, находящаяся под действием комплексных 
нагрузок.

Одна из простейших используемых моделей 
для расчета планово-высотного положения тру-
бопровода характеризуется следующей системой 
уравнений:

EJy
d4u – N(z) d2u = qx(z, t),dz4 dz2

EJx
d4v – N(z) d2v = qy(z, t),� (51)dz4 dz2

d2v = –
qz .

dz2 pDEdT

В этой системе уравнений приняты обозначе-
ния: EJ – изгибная жесткость трубопровода, u, v, 
w – смещения трубопровода в направлении осей 
x, y, z соответственно; N(z) – продольное усилие; 
qx, qy, qz – проекции распределенной нагрузки 
на трубопровод (отпора грунта) на оси x, y, z; 
D – наружный диаметр трубопровода; E – мо-
дуль упругости материала труб; dT – толщина 
стенки труб.
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