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Аннотация. Представлены результаты экспериментального и теоретического исследования 
разрушения гипсовых плит, содержащих круговое отверстие и подверженных действию неравно-
мерно распределенной сжимающей нагрузки. Испытывали образцы, изготовленные из высокопроч-
ного гипса и из обычного строительного гипса. Образцы из высокопрочного гипса разрушались 
хрупко, в то время как образцы из строительного гипса продемонстрировали квазихрупкий харак-
тер разрушения. Для расчета критической нагрузки предложено использовать модифицированный 
нелокальный критерий разрушения, являющийся развитием критерия средних напряжений и содер-
жащий комплексный параметр, характеризующий размер зоны предразрушения и учитывающий не 
только структуру материала, но также пластические свойства материала, геометрию образца и 
условия его нагружения. Результаты расчетов хорошо согласуются с полученными эксперимен-
тальными данными. Кроме того, применение модифицированного нелокального критерия позволи-
ло объяснить наблюдаемую в эксперименте смену характера разрушения с хрупкого на вязкий при 
увеличении размера отверстия. Полученные результаты имеют важное практическое значение 
для расчетов на прочность материалов и конструкций с концентраторами напряжений.
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Введение
Важное значение для целей гражданского и 

горно-технического строительства имеет совер-
шенствование методов расчета на прочность ма-
териалов и конструкций, работающих в условиях 
концентрации напряжений. Структурно-неодно-
родные геоматериалы (бетон, гипс, горные поро-
ды) демонстрируют зависимость прочностных 
свойств от нагруженного объема (масштабный 
эффект), наиболее сильно проявляющуюся в 
условиях концентрации напряжений, когда эф-
фективный нагруженный объем определяется зо-
ной концентрации напряжений, размер которой 
мал по сравнению с характерными размерами де-
формируемого тела. В этих случаях для расчета 

критической нагрузки используют нелокальные 
и градиентные критерии разрушения [1–10].

Нелокальные критерии основаны на пред-
ставлении о формировании в материале зоны 
предразрушения, в которой происходит локаль-
ное перераспределение напряжений, в то время 
как основной материал деформируется упруго 
вплоть до разрушения. В последнее время кри-
терии получили развитие в рамках теории кри-
тических расстояний и механики конечных тре-
щин [11–20]. Общим свойством нелокальных 
критериев является введение новой константы – 
внутреннего размера материала d0, характери-
зующего его структуру, что позволяет описать 
масштабный эффект в условиях концентрации 
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напряжений и тем самым расширить область 
применения по сравнению с традиционными 
критериями.

Вместе с тем, как было отмечено в работе [21], 
перераспределение напряжений в пределах раз-
мера d0 связано не с пластическими свойствами 
материала, а с дискретностью его структуры. 
Поэтому область применения нелокальных кри-
териев – это, по преимуществу, хрупкое раз-
рушение материалов с вырезами. Нелокальные 
критерии могут быть применены к случаю ква-
зихрупкого разрушения, сопровождающегося 
образованием зоны маломасштабной текучести 
(зоны предразрушения) d, если ее размер не силь-
но отличается от d0, т. е. при выполнении условия 
d ≈ d = const. В эксперименте как хрупкое, так и 
квазихрупкое разрушение характеризуется, как 
правило, внезапным образованием и быстрым 
ростом трещины (при соблюдении необходимых 
условий для распространения неустойчивой тре-
щины). Поэтому на практике определить степень 
«хрупкости» или «квазихрупкости» разрушения 
образцов с вырезами бывает очень сложно.

В настоящей работе экспериментально и тео-
ретически исследовано влияние диаметра круго-
вого отверстия на разрушение структурно-неод-
нородного материала (гипс) в зоне концентрации 
напряжений при неравномерно распределенном 
сжатии с учетом масштабного эффекта и выпол-
нен анализ возможности применения нелокаль-
ного критерия средних напряжений для описа-
ния квазихрупкого разрушения материала.

Методика эксперимента и материалы
Программа экспериментальных исследований 

включала проведение двух серий испытаний гип-
совых образцов с круговым отверстием под дей-
ствием неравномерно распределенного сжатия. 
Нагрузка p прикладывалась к образцу через 
жесткие вставки, помещенные между образцом и 
нагружающими плитами. Вставки размещали в 
центре верхней и нижней граней образца (рис. 1).

Испытывали образцы, изготовленные для пер-
вой серии экспериментов из водного раствора вы-
сокопрочного гипса, содержащего α-полугидрат 
сульфата кальция (гипс 1), и для второй серии эк-
спериментов – из водного раствора строительного 
гипса, содержащего β-полугидрат сульфата каль-
ция (гипс 2). В силу структурных особенностей 
α-модификация полугидрата сульфата кальция 
отличается пониженной водопотребностью, что 
обеспечивает более низкую пористость и, соот-

ветственно, более высокие прочностные характе-
ристики высокопрочного гипса по сравнению с 
обычным строительным гипсом.

Содержание полугидрата в исходном составе 
высокопрочного гипса составляло от 92 до 95 % 
(по результатам 5 измерений). Содержание полу-
гидрата в исходном составе строительного гипса 
составляло от 80 до 84 % (по результатам 7 изме-
рений). Для гипса 1 водный раствор приготав-
ливали в соотношении (по весу) 1 часть воды 
на 2 части гипса, для гипса 2 – в соотношении 
1 часть воды на 1,5 части гипса. Образцы пред-
ставляли собой квадратные плиты размером 
200 × 200 мм и толщиной 40 мм (гипс 1) и 36 мм 
(гипс 2). После изготовления образцы высушива-
ли на воздухе в течение 30–40 суток, плотность 
образцов в сухом состоянии составила 1,34 г/см3 
(гипс 1) и 1,10 г/см3 (гипс 2).

Перед испытанием в центре образцов высвер-
ливали круговые отверстия различного диамет-
ра от 1 до 20 мм. Было изготовлено и испытано 
по 5 образцов с отверстиями каждого диаметра. 
Нагружение образцов производили через вставки 
размером 120 мм. В процессе испытания образ-
цов в зонах концентрации растягивающих на-
пряжений на контуре отверстия наблюдали об-
разование трещин отрыва, которое носило вне-
запный характер и сопровождалось характерным 
щелчком. В образцах с отверстием диаметром от 
5 до 20 мм трещины моментально распространя-

Рис. 1. Схема нагружения образца.
Fig. 1. Scheme of the specimen loading.
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лись на расстояние около 50 мм вдоль линии 
приложения сжимающей нагрузки, при даль-
нейшем нагружении их рост стабилизировался. 
В образцах с отверстием диаметром 1 и 2 мм 
трещины моментально распространялись пра-
ктически на все вертикальное сечение образца. 
Образование трещин также сопровождалось ло-
кальной разгрузкой образца, что отражалось на 
диаграмме деформирования появлением зубца. 
Наибольшей разгрузке оказались подвержены 
образцы с отверстием наименьшего диаметра 
1 мм. На рис. 2 показаны характерные диаграммы 
деформирования образцов с отверстиями различ-
ного диаметра в виде скриншотов окон програм-
мы testXpert с результатами испытаний. Критиче-
скую нагрузку в момент образования трещин 
определяли по вершине зубца на диаграмме.

Для определения прочности материала на сжа-
тие использовали такие же квадратные образцы 
размером 200 × 200 мм без отверстия. Нагруже-
ние производили через вставки размером 200 мм. 
По результатам испытания 4 образцов из гипса 1 
определено среднее значение предела прочности 
34,11 МПа, стандартное отклонение составило 
2,70 МПа. По результатам испытания 7 образцов 
из гипса 2 определено среднее значение предела 
прочности 11,53 МПа, стандартное отклонение 
составило 0,56 МПа.

Предел прочности материала на растяжение 
определяли из прямых экспериментов, т. е. пу-
тем испытания образцов на разрыв. Для этого 

были изготовлены образцы толщиной 21 мм кор-
сетного типа с радиусом закругления рабочей 
части 110–120 мм и шириной в минимальном се-
чении 29 мм. Для исключения возможности пе-
редачи на образец изгибающих и крутящих мо-
ментов во время нагружения были разработаны 
и изготовлены специальные цепные захваты. Их 
использование позволило добиться равномерно-
го растяжения в минимальном сечении образца. 
Было испытано по 10 образцов, изготовленных 
из гипса 1 и гипса 2. По результатам испытания 
образцов из гипса 1 определено среднее значе-
ние предела прочности 5,38 МПа, стандартное 
отклонение составило 0,47 МПа. Для гипса 2 
среднее значение предела прочности составило 
2,61 МПа, стандартное отклонение – 0,19 МПа.

Теоретический подход
Расчет критического давления производили 

по обычному и модифицированному критерию 
средних напряжений [21]. Критерий имеет вид

〈se〉d < s0,
где s0 – предел прочности материала при растя-
жении; 〈se〉d – усредненное на расстоянии d по 
опасному сечению значение эквивалентного на-
пряжения, характеризующего внутреннее напря-
женное состояние деформируемого тела:

〈se〉d  ,

Рис. 2. Диаграммы деформирования образцов из гипса 1 (а) и гипса 2 (б) с отверстиями различного диаметра (1 – 1 мм; 
2 – 5 мм; 3 – 10 мм; 4 – 15 мм).

Fig. 2. Deformation diagrams of specimens from gypsum 1 (a) and gypsum 2 (б) with holes of different diameters (1 – 1 mm; 
2 – 5 mm; 3 – 10 mm; 4 – 15 mm).
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где x0 – координата точки максимума эквивалент-
ного напряжения. Для хрупких материалов раз-
мер усреднения d полагают константой материа-
ла, характеризующей его структуру: d = d0 = const. 
Эквивалентное напряжение будем определять по 
первой теории прочности (наибольших нормаль-
ных напряжений).

В работе [22] показано, что в результате нагру-
жения образца по схеме, приведенной на рис. 1, 
в центральной части (вне зоны влияния отвер-
стия) реализуется достаточно однородное двух-
осное напряженное состояние: растяжение усили-
ями αs по горизонтальной оси и сжатие усилия-
ми s по вертикальной оси образца (рис. 3).

Критическое напряжение для образца с круго-
вым отверстием радиуса a, подверженного двух-
осному нагружению [22]:
	 sc = 2s0[(1 + g)g–3 + α(1 + g–1)(2 + g–1)]–1, (1)
где g = 1 + d/a. При значении параметра g = 1 фор-
мула (1) дает расчет критического напряжения 
согласно традиционному критерию разрушения.

Чтобы воспользоваться формулой (1), пред-
варительно рассчитывали значения s и α мето-
дом конечных элементов в центре образцов, на-
груженных через вставки заданного размера и 
не содержащих отверстия. Для использованных 
в описанных выше экспериментах вставок зна-
чение s составило 0,764 p, α = 0,187.

Для описания квазихрупкого разрушения раз-
мер усреднения будем определять по формуле [21]

 d = d0 + βLe, (2)
где Le – размер зоны концентрации напряжений, 
β – безразмерный параметр, характеризующий 

пластичность материала. Для хрупких материа-
лов β = 0, для пластичных материалов β >> 1. 
При β ~ 1 материал характеризуется умеренны-
ми пластическими свойствами. Первое слагае-
мое в выражении (2) характеризует собственно 
структуру материала, а второе отражает вклад 
неупругих деформаций. Таким образом, пласти-
ческие свойства материала начинают проявлять-
ся при d > d0 и проявляются тем сильнее, чем 
больше d по отношению к d0. Если d = d0, будем 
говорить о хрупком разрушении, если d > d0 – о 
квазихрупком разрушении, которое при d >> d0 
переходит в вязкое разрушение.

Размер зоны концентрации напряжений оце-
ним следующим образом:

Le =
se . (3)

|grad se|
На рис. 4 схематично показано распределение 

эквивалентного напряжения по опасному сече-
нию, отнесенное к величине максимального эк-
вивалентного напряжения на контуре отверстия. 
Из точки максимума проведена касательная до 
пересечения с осью x. В соответствии с (3) раз-
мер зоны концентрации напряжений Le опреде-
ляется длиной отрезка на оси x от контура отвер-
стия до точки пересечения касательной с осью.

В соответствии с известным решением зада-
чи Кирша распределение нормального напряже-
ния sy вдоль линии приложения сжимающей на-
грузки имеет вид

	  (4)

Рис. 3. Круговое отверстие при двухосном нагружении.
Fig. 3. Circular hole under biaxial loading.

Рис. 4. Распределение эквивалентного напряжения по 
опасному сечению.

Fig. 4. Distribution of equivalent stress over weak section.
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Начало координат выбрано в центре отвер-
стия, величина приложенного сжимающего на-
пряжения s принята положительной. Размер 
зоны концентрации напряжений, рассчитанный 
по формуле (3) с учетом (4), составил . 

Соответственно, выражение для параметра g в 
формуле (1) принимает вид

	  (5)

В соответствии с формулой (1) и с учетом сде-
ланных оценок для s и α запишем выражение для 
критического давления в образце с круговым от-
верстием:

 pc = 2cC0[0,764(1 + g)g–3 + 0,143(1 + g–1)(2 + g–2)], (6)
где c = s0/C0; C0 – предел прочности материала 
при сжатии. Параметр g определяется форму-
лой (5), в которой α = 0,187.

Асимптотическое (при a → ∞) значение кри-
тического давления:

Ts = T0
2(1 + 3α) , (7)(1 + gs)gs

–3 + α(1 + gs
–1)(2 + gs

–2)

где gs = 1 + β  , T0 = 0,838cC0 – асимптоти-

ческое значение критического давления для хруп-
кого материала. Для квазихрупких материалов, 
характеризующихся умеренными пластическими 
свойствами, Ts ≈ T0(1 + β/2).

Результаты и обсуждение
На рис. 5, а представлены эксперименталь-

ные данные (точки) о величине нагрузки в мо-
мент образования трещин отрыва на контуре от-
верстия в зависимости от его диаметра l, полу-

ченные на образцах из гипса 1, и результаты 
расчета критического давления (кривая) по фор-
муле (6) при β = 0. Размер d0 составил 0,6 мм и 
оказался сопоставимым с размером наиболее 
крупных пор. Штриховая прямая рассчитана со-
гласно традиционному подходу.

На рис. 5, б приведены экспериментальные 
данные (точки) и результаты расчета критиче-
ского давления для гипса 2 при значениях β = 0 
(кривая 1) и β = 0,6 (кривая 2). Размер d0 соста-
вил 1,0 мм. В соответствии с формулой (7), на-
пряжение Ts в первом случае равно T0 (штрихо-
вая прямая), во втором случае Ts = 1,3T0 (сплош-
ная прямая).

Рисунок 5 иллюстрирует существенный мас-
штабный эффект, т. е. влияние диаметра отвер-
стия на локальную прочность материала. С его 
уменьшением критическое давление возрастает, 
достигая предела прочности на сжатие, с увели-
чением – асимптотически приближается к на-
пряжению T0 для гипса 1 и к напряжению Ts для 
гипса 2. Такое поведение хорошо описывается 
модифицированным критерием средних напря-
жений, в котором размер усреднения d определя-
ется по формуле (2).

Как видно из рис. 5, а, разрушение образцов 
из гипса 1, характеризующееся внезапным обра-
зованием на контуре отверстия и быстрым рас-
пространением вдоль оси сжатия трещин отры-
ва, может быть описано в рамках обычного кри-
терия средних напряжений. Экспериментальные 
данные подтверждают предсказываемое нело-
кальным критерием асимптотическое стремле-
ние критического давления к значению, рассчи-
танному в соответствии с традиционным под-
ходом для упругого тела. Все это позволяет 

Рис. 5. Зависимость критического давления от диаметра отверстия для гипса 1 (а) и гипса 2 (б).
Fig. 5. Critical pressure versus hole diameter for gypsum 1 (a) and gypsum 2 (b).
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охарактеризовать разрушение данного материа-
ла как хрупкое.

В то же время, применение критерия для опи-
сания экспериментальных данных, полученных 
на образцах из гипса 2 (см. рис. 5, б), позволяет 
получить удовлетворительные оценки величины 
критического давления только при малых (1–2 мм) 
диаметрах отверстия. Результаты расчетов, вы-
полненных для больших диаметров отверстия, 
дают заниженные значения критического дав-
ления. Полученные экспериментальные данные 
свидетельствуют о том, что при увеличении диа-
метра отверстия критическое давление асимпто-
тически стремится к значению, превышающему 
на 30 % значение, рассчитанное для упругого 
тела. При этом, как и в первом случае, разрушение 
образцов из гипса 2 характеризуется внезапным 
образованием на контуре отверстия и быстрым 
распространением вдоль оси сжатия трещин от-
рыва. Все это позволяет охарактеризовать разру-
шение данного материала в исследованном диапа-
зоне диаметров отверстия как квазихрупкое.

Такое поведение критического давления при 
разрушении образцов из гипса 2 хорошо описы-
вается модифицированным критерием средних 
напряжений. В этом критерии структурный па-
раметр (размер зоны предразрушения) d пред-
ставляется в виде суммы двух слагаемых, пер-
вое из которых характеризует собственно струк-
туру материала, а второе отражает формирование 
зоны неупругих деформаций и зависит от пла-
стических свойств материала, геометрии образца 
и условий его нагружения (краевых условий). Та-
кое представление структурного параметра по-

зволяет более полно описать процесс разрушения 
материала, в частности, переход от хрупкого раз-
рушения к вязкому.

В работе [23] представлены эксперименталь-
ные данные о разрушении гипсовых образцов с 
круговым отверстием при одноосном сжатии. 
Образцы были изготовлены из водного раствора 
строительного гипса, содержавшего в исходном 
составе только 60–70 % β-полугидрата сульфата 
кальция. Значительное количество (до 40 %) со-
державшегося в исходном составе двухводного 
сульфата кальция не участвовало в реакции ги-
дратации при затворении гипсового вяжущего во-
дой и фактически играло роль заполнителя, пре-
пятствуя формированию жесткого скелета. Это 
отразилось на механических свойствах образцов 
и на характере трещинообразования.

Формирование трещин отрыва на контуре 
кругового отверстия происходило по-разному 
для малых и больших отверстий. Их образова-
ние на контуре отверстий малого диаметра (до 
5 мм включительно) носило внезапный харак-
тер, протяженность трещин в момент образова-
ния составляла 50–60 мм. Появление и распро-
странение трещин на контуре отверстия боль-
шого диаметра (10 мм и более) происходило 
постепенно, что характерно для вязкого разру-
шения. После образования новых, удаленных от 
контура отверстия трещин раскрытие первич-
ных трещин отрыва уменьшалось, их рост пре-
кращался, на дальнейший процесс разрушения 
образца они влияния не оказывали.

В случае одноосного сжатия (s = p, α = 0) из 
формул (1), (2) получим выражение для крити-
ческого давления:

ps = cC0
(1 + 2d0/l + 0,2β)3

. (8)
1 + d0/l + 0,1β

При l → ∞ имеем

Ts = T0
(1 + 0,2β)3

. (9)
1 + 0,1β

Здесь T0 представляет собой прочность мате-
риала при растяжении.

На рис. 6 представлены экспериментальные 
данные (точки) о величине нагрузки в момент 
образования трещин отрыва на контуре отвер-
стия в зависимости от его диаметра и результаты 
расчета критического давления по формуле (8) 
согласно обычному (кривая 1) и модифициро-
ванному (кривая 2) критерию средних напряже-
ний. В последнем случае параметр β = 2,5. Раз-
мер d0 в первом случае составил 4,5 мм, во вто-

Рис. 6. Зависимость критического давления от диаметра 
отверстия.
Пояснения смотри в тексте.

Fig. 6. Critical pressure versus hole diameter.
Notes see in text.
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ром – 2 мм. В соответствии с формулой (9), 
напряжение Ts в первом случае равно T0 (штрихо-
вая прямая), во втором Ts = 2,7T0 (сплошная пря-
мая). Экспериментальные данные хорошо описы-
ваются модифицированным критерием средних 
напряжений.

Из рис. 6 видно, что материал обладает более 
выраженными пластическими свойствами, чем 
исследованный в настоящей работе гипс 2. Но 
эти свойства начинают проявляться только тогда, 
когда размер зоны неупругих деформаций пре-
высит характерный размер структуры материа-
ла. В противном случае пластическая зона мала 
и разрушение носит хрупкий (или квазихрупкий) 
характер. От соотношения этих размеров зави-
сит, какой механизм разрушения (хрупкий или 
вязкий) будет реализован. Таким образом, усло-
вие хрупкого разрушения образцов с концентра-
торами напряжений можно представить в виде

βLe < d0,
При β = 0 материал является хрупким по 

определению, а при β > 0 характер разрушения 
определяется размером и формой концентратора 
напряжений, а также условиями нагружения (крае-
выми условиями). В образцах с отверстиями ма-
лого диаметра пластическая зона также мала и 
не оказывает влияния на характер разрушения. 
С увеличением диаметра размер пластической 
зоны увеличивается, и уже она определяет вяз-
кий характер распространения трещины, что и 
наблюдалось в эксперименте.

В случае кругового отверстия можно сделать 
следующую оценку для диаметра отверстия l*, 
начиная с которого распространение трещины 
будет носить вязкий характер:

l* = 10d0/β.
Рассчитанный по формуле (10) диаметр l* со-

ставил 8 мм. Хотя формула (10) является оце-
ночной, полученное значение l* хорошо количе-
ственно согласуется с тем, что наблюдалось в 
эксперименте.

Заключение
Теоретически и экспериментально исследо-

вано разрушение гипсового материала, содержа-
щего концентратор напряжений (отверстие), при 
неравномерно распределенном сжатии и выпол-
нен анализ возможности применения нелокаль-
ного критерия средних напряжений для оценки 
разрушающей нагрузки. В результате проведен-
ных лабораторных испытаний установлено, что 

образцы, изготовленные из высокопрочного гип-
са, разрушались хрупко, и в этом случае крити-
ческая нагрузка может быть рассчитана по обыч-
ному критерию средних напряжений. Образцы, 
изготовленные из строительного гипса, проде-
монстрировали квазихрупкий характер разруше-
ния. В этом случае применение обычного крите-
рия средних напряжений не позволяет полу-
чить удовлетворительные оценки разрушающей 
нагрузки. Поэтому для расчета разрушающей 
нагрузки предложено использовать модифици-
рованный нелокальный критерий разрушения, 
являющийся развитием критерия средних на-
пряжений и содержащий комплексный пара-
метр, характеризующий размер зоны предраз-
рушения и учитывающий не только структуру 
материала, но также пластические свойства мате-
риала, геометрию образца и условия его нагру-
жения. Результаты расчетов по модифицирован-
ному критерию хорошо согласуются с получен-
ными экспериментальными данными и, кроме 
того, позволяют объяснить наблюдаемую в эк-
сперименте смену характера разрушения образ-
цов при увеличении размера отверстия.
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Quasi-brittle fracture of a structurally inhomogeneous material  
with a circular hole under compression

S.V. Suknev
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Abstract. The paper presents results of experimental and theoretical studies on fracture of gypsum plates 
containing a circular hole and subjected to non-uniformly distributed compression. The tested specimens 
were made of high-strength gypsum, and from gypsum plaster. The specimens of high-strength gypsum were 
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broken in the brittle manner, while the specimens of gypsum plaster demonstrated quasi-brittle fracture. To 
calculate the critical load, amodified nonlocal fracture criterion is proposed, which is the development of 
the average stress criterion, and which contains a complex parameter that characterizes the size of the 
fracture process zone and accounts not only for the material structure, but also for the plastic properties of 
the material, geometry of the specimen, and its loading conditions. The calculation results are in good 
agreement with the experimental data. In addition, the application of the modified nonlocal criterion makes 
it possible to explain the change in the character of fracture from brittle to ductile with an increase in the 
size of the hole, observed in the experiment. The results obtained are of great practical significance for as-
sessment on the strength of materials and structures with stress concentration. 

Key words: gypsum, brittle fracture, quasi-brittle fracture, nonlocal fracture criterion, hole, size effect. 
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